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— 43, 5' ligne de texte, au lieu de (137), lire (138). 

— 70, 14« ligne, par le bas, après le mot a solution », intercaler les mots omis < de 

la forme (8) ou (49) ». 

— 8o, équation (69); pour les coefficients des trois derniers termes, au lieu de 
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— 85, 2« équation de la première ligne (71), au lieu de 

= c* -+- a* -4- 6', lire =; c* -*- a* — 6*. 

— 91, équation (85), au lieu des coefficients 2Ds, !2Ët, SF^, écrire simplement D^, Eg, F «. 
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— 145, équation (81) au second membre de l'équation de gauche, au lieu de 

U» ., , U» 
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V — u v-u» 
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— 154, dans la note, seconda ligne d'équations, pour le dernier terme, au lieu de 



— J»* csh CT M . sn A o . ^ csh ûT . ^ csh cr *^a*V - U*, 
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- ^* csh CT M . sn A ts . ^ csh C7 V/«»V — U*. 
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réduiront ». 
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>— 487, 8« ligne de texte, par le bas, au lieu de « u^ en u^ -+- u^ et v^ en Vf H- t>j », 
lire « «s en u^, v^ en v,, puis tii en U| 4- u^ et Vi en t>| -^ v^ ». 

— 491, supprimer l'alinéa entier commençant par les mots « ces formules... ». 

— 494, 6« et 7« lignes, supprimer le dejnier membre de phrase de l'alinéa à partir des 

mots « qui sera également... ». 

— 497, équation qui suit celle (63), pour le dernier terme, au lieu de 

-+- (6»c» -t- •••), il faut lire - (6V -+-••)• 

— 203, équations (70), les valeurs de Yi et de Z^ doivent être rétablies ainsi qu'il suit : 



— 220, dernière équation (408), dernier terme, au lîeu de 

2 2 

m m 

220, seconde ligne des équations (409), au premier membre de l'équation de droite, 
au lieu de c« -+- A, il faut c* H- M. 

— 6, équation (425), au second membre, au lieu de 



mV ~ tiH*, il faut lire ^m*ot* — n*S*. 

— 227, seconde ligne du second groupe d'équations, au lieu de 

= <p(r)[..., lire =- (p(r)[... . 

4 

— 232, dernière équation (436), au dénominateur du second membre, au lieu de 

snA, il faut su' h, , 

~ 240, équation (449), au dernier terme dans les crochets, au lieu de 

n (A — iK'), û»), il faut simplement n (A — iK', a) 

— 42, dernière ligne d'équations, au second membre, au lieu de 

/*..., il faut /\... 

ÎL' ik* 

— 248, les trois équations (2) doivent être rétablies ainsi qu'il suit : 

û„=s(8n*»û»dntocno)«, û^ = (dn^tuciiwsnw)», Û^ = (cn'«o»sii<ttdn<tt);. 

-- 254, 3« et 4« lignes de la note, par le bas, au lieu de « l'exposant m pair, c'est-à-dire, 
celles de m « 0, ou m » 2, » lire « l'exposant a pair pour les sommes (96), 
c'est-à-dire celles de a « 0, ou a = 2, ». 



APPENDICE 



NOTE I 



SUR LA SOLUTION LA PLUS GÉNÉRALE DU PRORLÈME DE l'iSOTHERMIE 
POUR LES SURFACES DU SECOND ORDRE. 

La méthode proposée par nous dans notre Chapitre II pour 
la recherche des familles isothermes de surfaces appartenante une 
catégorie déterminée, quoiqu'étant parfaitement justifiée en théo- 
rie, a pu fort bien, nous le reconnaissons, éveiller quelque doute 
dans Tespril du Lecteur au sujet de son efficacité pratique, et par 
conséquent de sa valeur effective, en raison du trop grand 
nombre d'équations et de quantités différentes, qu^elles met en 
jeu et dont elle oblige à tenir compte à la fois. Nous croyons donc 
utile d'indiquer dans cette Note, par un exemple, le procédé 
général à l'aide duquel on parviendra à restreindre considérable- 
ment l'importance de cette difficulté spéciale, procédé consis- 
tant simplement à adopter un mode de notation qui permette de 
représenter simultanément un grand nombre d'équations sem- 
blables par une même formule, de même que l'esprit du calcul 
algébrique consiste à représenter par un symbole unique un 
très grand nombre ou une infinité de quantités différentes, que le 
calcul arithmétique serait forcé de représenter chacune indivi- 
duellement par un algorithme spécial. 

A cet effet, nous reprendrons, pour l'aborder de prime abord 
dans toute sa généralité, le problème de l'isothermie dans les 
Surfaces du Second Ordre, problème pour lequel l'application de 
notre méthode exige la considération simultanée de trente-cinq 
équations différentielles du second ordre entre dix inconnues, 
savoir les dix coefficients de l'équation générale proposée, et nous 
le résoudrons complètement en appliquant pas à pas notre 
méthode, sans supposer connus, bien entendu, ni faire intervenir 
en quoi que ce soit, à un instant quelconque ide la recherche, 

I 



les résultats que nous avons déjà obtenus pour cette même 
question par un procédé abréviatif, dans le Chapitre précité. 

Soit donc cette fois A = 0, Téquation la plus générale du 
second ordre, équation que nous aurons grand avantage, pour la 
facilité des calculs, à prendre sous la forme homogène avec 
laquelle on Fétudie le plus habituellement aujourd'hui, en 
posant 

(i) a = 22a,jx^^, 

avec la condition Ai/»» A;/, chacun des indices t et j devant 
recevoir séparément les quatre valeurs 0, 1, 2, 3, en sorte que A 
sera alors une forme quadratique à quatre variables, savoir 
Xo=l> a:| = x, X2 = î/, 0^3 = z, forme qui présentera dès 
lors un nombre de termes ou de coefficients distincts Aij égal 
à r4^=7^0» qu'il s'agit de déterminer en fonction du para- 
métre X, de façon que l'équation A = représente une famille 
isotherme. 

Si nous désignons en outre par k (ou bien k\ ou k") un nouvel 
indice recevant les seules valeurs 1, 2, 3, à l'exclusion de 0, et par 

O', au lieu de 2, le signe de sommation affecté à cet indice, 
notre équation générale (53), qu'il s'agit de former, pourra être 
écrite : 



A' 



(A'S^-2S^^-^)*(A"-.TA').S(iiy = 0. 
\ Dxî DX4 Dx*/ \Dx*/ 



Or il est clair que l'expression (1) donnera, en tenant compte 
de la condition A/j = A;/, 

i' « 2 2 A'x/r,, A"«2 2 a:;x^ 



(2) A' == -f f Ao-a:^/' ^"-=r f a;;x^„ 

DA \! \! \! D'A 

(3) _=^A»,.Xy H- 4A*,x, = 2^A^x,, -_j«2Att, 

UX4 ' , OXji 



3. 

et que Ton aura par suite, en introduisant une inconnue auxi- 
liaire Sy et faisant la somme des expressions précédentes, 

(4) O^ = 2 O A,, = 2 (A„ ^A^-^ A33) = 2S, 

i ^Ï^J^ ^* ^ ? ? A.* Vi^i ="•'?? ' ^ A«A Jx^^ 

2V 

en convenant de poser, pour faciliter récriture, 

(6) Xij = Aji = ^ A^Ay* = A,.,Ay, -*- A,jAy, -1- AaA^.5, 

d*oii Ton tirera ensuite par la différentiation 

o/lo^= 1^ (Art a;* -+- A;*A^t). 

Enfin, on déduira encore des expressions ci-dessus (3) et (2) 

^^^ = 2(2 A,.,-,) .2(2 a;..,) = 422 a.a;.x,x, 

= 2 22(A,tA;.-i-A^Ayx,x^, 

et par suite on obtiendra, en ajoutant les trois expressions sem- 
blables, et tenant compte de la relation immédiatement précé- 
dente, 

(7) 05^ ^ = 2 2 2 0(a„a;» + a;.a,.»)x,x^ = 222 .i;^x^,.. 

Cela fait, les expressions (2), (4), et (7) donneront en consé- 
quence 

(8) { ''* '*' '^' 
= (22 a;,x,x^) 2S-42 2 jt;,x^,= 22 2 (SA^— 2c)l,:y)x,x^. 



D'autre part, les expressions (2) pouvant aussi bien être 
écrites ainsi 

(9) À' = 2 2 a:,^,x,,x,. . A" = 2 1 a:;j,x,,xj,, 

on en conclura 

(io) A" + ta' = 22(a;.;, + TA,v)^.7'> 

et Ton obtiendra par suite, en substituant les valeurs (9), (8), 
(10), et (8) dans réquation à former (53), pour cette équation 
elle-même 

2 2 A^j,x,xj, .222 (SA;, - 2c«nyx,x, 

■+- ^ ? (Aî'V -^ ^Kp)^uocj, • ^ ? r "^^^'^i ^ ^' 

ou en divisant par 2, et réunissant tous les termes en une seule 
somme quadruple, 

2222 [Kj^iSA^j ^ 2c«o;,.) H- 2(a;;,, -^ ,TA;,,.,)c4.y]x,x^Xi,xy, = o, 

équation qui, en posant, pour abréger, 

(il) pg^') = a;,,.,(sa^ ~ 2cfl«;,) ^ 2(a;.,v 4- ta;,,,)<a>,p 

pouvant évidemment être écrite indifféremment sous Tune ou 
I autre des deux formes 

? ? ? 2 P5;'i')x,x,a:,a:,v = 0, 2222 Pi^x,,x,,x,x,. = 0, 

offrira une forme encore plus symétrique, et dont nous reconnaî- 
trons tout à rheure l'avantage, si nous récrivons, en la doublant, 
sous celle-ci 

222 2 (pw') + v^),)x,xjx,xj, = 0, 

ou, en abrégé, 

(tô)- 222 f9^^yXiXjX,,Xjr = 0, (î,i,.i',;' = 0, i, 2, 5) 



i ÎL^ 



en convenant de poser de nouveau 

forme qui représentera donc définitivement pour nous Téquation 
générale (S3) dans la question actuelle, et dont tous les €oeifi- 
cients correspondant à des termes distincts en x, y, et z devront 
en conséquence être égalés séparément à zéro. 

Le premier membre de cette dernière équation étant alors 
une forme à quatre variables (ou un polynôme complet en 
Xf y, z) du quatrième degré, le nombre Ndes termes distincts sera 
de ^^-2^ = 5 X 7 = 35. Les dix coefficients Ay de la forme A 
seront donc ainsi astreints^par notre méthode, à vérifier un système 
de 35 équations différentielles du second ordre, linéaires par 
rapport aux dérivées secondes, lesquelles pourront être rempla- 
cées par un système formé de n => 10 équations du second 
ordre seulement, et de N — n = 25 autres du premier ordre, 
obtenues par 1 élimination des 10 dérivées secondes entre ces 
35 équations. Les dix inconnues At/ seront donc déterminées, 
si Ton se trouve dans le cas le plus général, par la condition de 
satisfaire en premier lieu à un système formé de dix de ces équa- 
tions du premier ordre en particulier, d'où déjà la certitude que 
Tensemble des expressions les plus générales de ces inconnues 
ne pourra comporter plus de dix constantes arbitraires, et il faudra 
ensuite que les mêmes valeurs, supposées ainsi obtenues, vérifient 
également, outre les quinze autres équations du premier ordre, 
les dix du second ordre que Ton aura préalablement mises à part 
pour l'élimination des dérivées secondes, c'esl-à -dire en somme, 
Ténsemble des trente-cinq équations proposées (pp. 63-64). 

Or, parmi ces trente-cinq équations du second ordre, que nous 
avons ainsi tout d'abord à considérer, il en est quatre que nous 
pouvons écrire immédiatement, et dont une intégrale première, 
facile à apercevoir à première vue, nous mettra très aisément sur 
la voie de ce système de dix équations du premier ordre propres à 
déterminer les inconnues,et dont la solution doit être telle qu'elle 
vérifie à la fois Fensemble des tr^te-cinq équations proposées. 



6. 

En effet, tandis qu'en général, pour un terme déterminé quel- 
conque x^^î/^jz^, le coefficient de ce terme sera composé d'un 
nombre plus ou moins considérable de quantités Tijrj' diffé- 
rentes, formées successivement en prenant de toutes les manières 
possij^les les quatre indices i,j^i'J\ de façon que le produit 
XtXjXi'Xy représente toujours le terme donné x*.y^js'', en sorte 
que la forme générale de nos trente-cinq équations précitées 
pourra être figurée par 

(i4) 2 %ir = 0. 0» 2(Pir''^ -+- ^%) = 0, 

il y aura quatre termes particuliers pour lesquels ces coefficients 
ne comprendront évidemment chacun qu'une seule quantité 
%jif; ce sont ceux pour lesquels les quatre indices t, y, t',/' 
sont tous égaux entre eux, et qui correspondent par conséquent 
au terme constant de l'équation A«»0, et aux trois termes en 
xS î/*, et z*. 

Les quatre équations, formées en égalant ces quatre coefficients 
à zéro, seront donc représentées par 

$,,«=-0, ou :2P8'> = 0, (1 = 0,1,2,3) 

c'est-à-dire, en tenant compte de l'égalité de définition (11), 

a;,(sa;, - ^X'u) -+- m/i + TAyc*>« = o, 

ou, en disposant de la fonction arbitraire T en faisant, en vue 
d'une simplification évidente, 2T = S, puis ordonnant, 

sA;,(Ai -H Aa) -4- 2 (A;;ciio« - A;,6iiy = o, 

équation que l'on pourra écrire, en ajoutant et retranchant le 
terme SAÎiAjJ, 

sa;,(a;, -+- ci«) ^ 2[a;;(c^„ -♦- a;,) - a;,(cII>;, + K)] « o, 

et à laquelle dès lors on aperçoit de suite que l'on satisfera en 
faisant simplement 

a;, -+- cK>ii ==p 0. (t = 0, 1, 2, 3). 



Or, cette solution si simple va nous conduire très aisément, 
par une induction toute naturelle, au système du premier ordre 
que nous avons h chercher; car si Ton essaye de faire subir à nos 
quantités ^ijif, déGnies par l'égalité (13) et (11), une transfor- 
mation semblable, savoir, en mettant d'abord en facteur S=2T 
dans l'expression (11) des PSj^ , ce qui donnera 

^ pi;^*') = sKy (A^ -f. cit,,.) -f- 2 (a;;,v ju,;,. — a;,,, oit;^), 

puis, en ajoutant et retranchant de même les deux termes 
A,yAJy et AÎ'j'A/J, 

Pîj'i') = sa;,^, (a;^ -^ ^>^) + 2 [a;.;,v (jio^ -*- a;,.) -« a,;^ a;;^, 

et par conséquent aussi, en permutant les deux groupes (fy),(ty), 

Pf^) = sA'y (a;^ ^ Aus^) -4- 2 [a;; (cR.,,,., -^ Kr) - a;,^, a;; 

A'j {a^'ity -4- AJ'^r) -+- AIj AÎ,^,J, 

on aura donc, eu égard à la définition (13), en ajoutant ces deux 
dernières égalités, et négligeant les termes qui se détruisent, 

+ 2 [A::j,{J(o,j^A'^yKr (cfl«;,-*-A;;)-f-A;;(Jl,;^,^-A;y,)-A^(4,;:^.-^A:^.)]» 

et par conséquent Ton voit que si Ion fait simplement 
A'if -+- jioij = 0, ou a;,^, -h Xi,p s= 0, 

ce qui entraînera 

A[j -f- Jio'ff = 0, ou Aî'jv -+- fA.Jf^/ = 0, 

toutes les quantités ^ijrf devenant nulles individuellement, on 
aura satisfait à la fois à nos trente-cinq équations proposées, 
puisqu'elles sont toutes, comme nous lavons reconnu, de la 
forme (14). 



8. 

Le type simple 

(i5) a;, 4.<A>^«=rO, ou a;^=. — ciu,^., (t,y-= 0,1,2,5.) 

qui, en raison des deux conditions A,) = Xjt et JU,)- = <Ai>ji, repré- 
sente dix équations distinctes (au lieu de seize), constitue donc, 
en y remettant à la place des Aij leurâ valeurs de définition (6), 
un système normal de dix équations simultanées du premier 
ordre entre les dix inconnues A(;, système dont l'intégrale 
{[énérale, contenant dix constantes arbitraires, et vérifiant à la 
fois, ainsi qu'on vient de le voir, nos trente-cinq équations 
proposées, représente évidemment dès lors la solution la plus 
générale du problème que nous cherchons, laquelle est déter- 
minée précisément, comme nous l'avons dit plus haut (p. 5), 
par la double condition, de vérifier ces trente-cinq équations et 
de renfermer le même nombre de constantes arbitraires. 

La question est donc réduite désormais à trouver l'intégrale 
générale de ce nouveau système (15) de dix équations du pre- 
mier ordre, qui, malgré qu'il ne soit pas linéaire, peut néan- 
moins être intégré, en ayant recours encore, comme dans le cas 
d'un système linéaire, à une transformation linéaire des inconnues. 

A cet effet, désignant par a^P seize constantes provisoirement 
arbitraires, nous introduirons comme inconnues auxiliaires les 
seize quantités 



(i6) 



04» A^, = aV> A,. ^. 4') A^, ^. 4> A,.„ 



qui se déduisent des fonctions cAd^j suivant une loi très simple, 
savoir, en remplaçant dans leur expression (6) le facteur variable 
Aik par la constante a^^, et qui sont dès lors linéaires par rap- 
port aux inconnues actuelles Aik ou A;^ 

Pour cela, faisant successivement y = 1,/ = 2, y ==3 dans 
l'équation ci-dessus (15), nous formerons tout d'abord les trois 
équations 
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ou, ce qui est la même chose, en séparant en deux membres, et 
remettant à la place des Jb/jt, leurs valeurs de définition (6) : 

— AJ, == A«A„ H- ^^t^^t •*- Aa\48, 

— Ai = A^Aj, -4- A«A„ -1- AflAis, 

— AÎ5= A.jAai -♦- ArtAjj -♦- Aakn. 

Si alors, multipliant ces équations respectivement par (x^l\ a^\ a^^ 
et les ajoutant par colonnes verticales, nous avons égard à la 
définition (16). de nos inconnues auxiliaires, en tenant compte de 
la condition Aij = Aj,-, nous formerons ainsi cetle nouvelle 
équation ' 

/ - (af a;. ^ aH» ^ «!^»A;,) = A.,(«V^Ah -♦- «g»A,, H. a!?>A,0 

(17) j H- A«(a?-^A« + «Ï'A„ -+- a!?»A„) - A.,(«'/U,5 -f- a?)A« h- «i^)A„) 

( =AHoilD?'^+A«o)l>i^'>+A„oilD^, 

que nous écrirons semblablement trois fois, en y faisant succès^ 
sivement t = 1, i= 2, f = 3, ce qui nous donnera : 

— (ai«A;, + «?>A;, -*■ aif>A;,) = AnX'/) -+- A,,*/' -H A«<A,?\ 

— (a?^A;, -4- 4^'a;, . a'/)A;,) = a«,<a,?) h- a^cAdJ') -^ A„oii>i'\ 

— («'/^A;, -+- a'/)Ai, -I- a^'^Aij) = A^olUî^"' -4- Am<A,'/> ^- Aj^c^î^. 

Puis, multipliant de même ces trois dernières équations respec- 
tivement par «1^, aa\ «5^ et les ajoutant encore par colonnes 
verticales, nous formerons celles-ci : 

- «?^ (^1''a:, -*- «y>A;, -4- «ï'A'3,) - «s/^ («I'^a;, -4- «ïla;, -h 4%,) 

-4- (aV>A„ ^ «i»>A„ -4- o^^k^)<A>f'^ (aï'A,3 -4- «SpA« -4- ai')A„)<A>?^ 

Et, si enfin nous introduisons de nouveau dans Féquation ainsi 
obtenue nos nouvelles inconnues (16), nous formerons définitive- 
ment la suivante, qui tient lieu de douze équations entre les douze 
inconnues X^^ 

(18) - af{A^^y'-af{<A»fY'-4\M'y-^ M^Mp-^M^<Ao^'*'M'^<^^ y 
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analogue aux équations (15) et encore non linéaire comme 
elles, mais plus facile à intégrer, comme on va le voir en dispo- 
sant convenablement des constantes arbitraires a^l\ 

En effet, faisant tout d'abord !«=:/, et remarquant que 
réquation 

peut alors être satisfaite en faisant séparément pour A: s» 1, 2, 3, 

-j.HM'y^iMy ou -^^=;Ji' 

équation immédiatement intégrable, qui donne en désignant 
par a^*' la constante d'intégration, 



i i al'» 

.(A^aH, ou <h'p * 



(4) 



on se trouve tout naturellement conduit à essayer de satisfaire 
également avec cette même expression des X^^ aux équations (18) 
elles-mêmes. 

A cet effet, essayant tout d'abord, en vue de faciliter l'identifica- 
tion, de prendre dans ce but toutes les constantes a |.^' introduites en 
dernier lieu égales entre elles, en faisant af^= a|^=af^=a/,ce 
qui donnera à la place de Texpression qui précède, pour les X>^ 
et leurs dérivées, les suivantes 

ai'> aï> 

(19) jui'>=— î— , (M'y- ^ 



(A-f-a,)' 

et reportant ces dernières valeurs dans l'équation (18), nous 
aurons, en remarquant que les dénominateurs deviennent alors 
communs pour chaque membre séparément, 

«?VP -«- f>!M + «M^ _ g^^ y -^ «^>ag) ■»- ag>ay 
(A -f- aj' (A ^ a,) (A + a^) 



L 



ou, ee qui est la même chose, en faisant passer tous les termes 
dans un même membre, et mettant en évidence tes fonctions 
connues 



\A -+- Oj A -♦- Ujl A -*- a, 

ou définitivement ^ 

(A H- ai)*(A -^ ttj) 

et, par conséquent, cette équation étant satisfaite d*elle-méme, 
comme nous le savions déjà, pour i=Bj, il suffira pour qu'elle le 
soil également pour toutes les valeurs de t et de/, que Ton fasse en 
outre, pour toutes les valeurs différentes de t ei de 7, 



OaîV/^=:0, 



(20) OaîV/^ = 0, OU al'VS'' -4- otM^ -f- a?W<^) « 0; 

c'est-à-dire explicitement, en attribuant d'abord à t et j les 
valeurs 1, 2, 3, 

(24) { al»'al») H- «IV^ -♦- «IVs*^ = 0, 

ai«M») -f. 4*)a?) -^- aM^ = 0, 

puis, en attribuant enfin kj la valeur 0, et à t successivement les 
valeurs 1, 2, 3, 

al*>aW -4- ai»)aï») ^ 4%^i^ = 0, 
af>a:p ^ a?)af -f- «?)«?)= 0. 

Ce premier résultat obtenu, revenant maintenant à nos dix 
équations (18), nous observerons que Ton peut faire de ces 
équations trois parts, correspondant aux différents degrés des 
termes de Téquation de la surface proposée, et dont chacune 
s'intégrera successivement à l'aide d'un procédé différent, savoir ; 
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a) La première, dans laquelle les deux indices t et/ ne rece- 
vront que les seules valeurs 1, 2, 3, que nous pourrons donc, 
conformément à la notation usitée dans ce qui précède, figurer 
avec plus de précision par la formule 

(22) Ail. + Jta» = 0, 

et qui formera un système complet non linéaire, entre lés incon- 
nues Akk'y qui sont les coefficients des termes du second degré 
dans réquation de la famille de surfaces proposée ; 

b) La seconde, dans laquelle Tun des indices recevra la valeur 0, 
Tautre indice prenant encore successivement les valeurs 1, 2, 3, 
que nous pourrons figurer semblablement, eu égard à la défini- 
tion des <Â>ijf par Tune ou Tauire des formules 

(23) Alo -4- cAï^o = 0, ou Ait H- A41A01 -4- Aa,Ao4 -4- A«Ao5 = 0, 

qui comprendra donc trois équations, et qui, en supposant les six 
inconnues \kk' déterminées à Taide du système précédent (22), 
constituera un autre système complet, mais linéaire cette fois, 
entre les (rois autres inconnues Aqj^ qui sont les coefficients des 
termes du premier degré dans Téquation proposée; 

c) Enfin la dernière, qui ne comprendra que la seule équation 
pour laquelle t et / reçoivent simultanément la valeur 0, savoir 

(24) Ai, ^ clUoo = 0, ou AJo H- (Ao,)' -H (A,,)' -*- (X^? = 0, 

et qui, en supposant les trois inconnues kok déterminées à Taide 
du système précédent (23), fournira alors Texpression de la 
dernière inconnue A^,,,, c'est-à-dire le terme constant de l'équa- 
tion de la famille de surfaces, à l'aide d'une simple quadrature 
seulement, et, par conséquent, avec une constante simplement 
additive. 

Occupons-nous donc d'abord du premier système (22). Si, 
restreignant h cet effet, dans la formule de définition (16) et dans 
l'équation (t8), les deux indices i etj aux seules valeurs 1 , 2, 3, 
et les récrivant en conséquence, pour plus de clarté, sous les 



V 



ik 
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formes suivantes 

(25) <A>r> = «r)A,, -^ al*')Att -4- afU^, 

(26) ^ar^tJti'V— ai*'>(<J^'))'-crif')(<Jti^ 

chacune de ces deux formules tiendra lieu de neuf équations; la 
seconde représentera donc un système complet du premier ordre, 
non linéaire, entre les neuf inconnues <A>^*'^ système dont une 
solution sera fournie^ d'après ce qui précède, par l'expression (19), 
dans laquelle on aura fait aussi i=^ k\ savoir : 

(27) c)l>r = . * 



a*' 

Or, nous pourrons évidemment, dans le système des six équa- 
tions (22), considérer A^k^ et A/t'* comme des inconnues dis- 
tinctes, à la condition d adjoindre à ce système les trois équations 
complémentaires A/fc/t'= A/t'*, et nous aurons alors dans celte 
hypothèse à considérer, au lieu des six équations (22), le système 
équivalent des neuf équations 



(28) A'tt' -f- A^jA*., -+- A«A,^ + A^A,,, = , A^ 



kk' = ^k*k9 



entre les neuf incopnues Akk', ainsi entendues. Or, il ressort 
manifestement de la manière dont nous avons formé Téqua- 
lion (18), d'où nous avons déduit comme cas particulier l'équa- 
tion (26), que le système des neuf équations figurées par cette 
même équation (26) entre les neuf inconnues <^o^P forme un 
système complètement équivalent à ce dernier système (28) 
entre les inconnues AjtA-', car il est formé d'un même nombre 
d'équations entre pareil nombre d'inconnues, les dites équations 
étant formées chacune par une simple combinaison linéaire de 
ces mêmes équations (28). Ces deux systèmes (26) et (28) étant 
donc équivalents, les solutions connues (27) du premier système, 
étant reportées dans le second, le vérifieront nécessairement; 
c'est-à-dire que si, exprimant par le moyen des relations linéaires 
(25) les Akkf au moyen des c^^P, nous remettons ensuite, dans 
ces mêmes expressions, à la place des Jl»]^ , leurs valeurs (27) 



u. 



qui satisfont aux équations (26), les valeurs des Akk* ainsi obte- 
nues vérifieront nécessairement le système (28). 

Pour calculer ces mêmes valeurs, il n y aura donc qu'à faire 
successivement k' =^t^%Z dans la formule ci-dessus (25), ce 
qui nous donnera, en intervertissant les deux membres, les trois 
équations 



(29) 






dans lesquelles il faudra supposer remises aux seconds membres, 
à h place des ^f'\ les valeurs fournies par lexpression (27) 
pour A' == 1, 2, 3, et à résoudre ensuite ce dernier système par 
rapport aux Akk'- Or les trois relations (21), qui existent par 
hypothèse entre les coeflicients de ce syslème linéaire, c'est-à- 
dire les neuf constantes a[*\vont nous permettre d'écrire les 
valeurs ainsi obtenues sous une forme beaucoup plus simple que 
celle sous laquelle elles se présentent ainsi de prime abord. 

Ea effet, les deux dernières de ces équations (21), qui sont, 
en intervertissant leur ordre et celui des facteurs de la troisième. 







1 «M" 


-l-«?'4'>-H«?>ai"='0, 










1 «?).;«> 


+ <4M"-+-«>^'4" = 0, 






pouvant 


être mises aussi 


bien sous la forme 








«i" 




4" 


«i" 






«?'«?'- 


4M" 


4M"— «W 4"4i'> 


-4«. 


xf 








(«V')' -•- (4")' + (4")' 


S'*' 





A A 

en convenant de poser, pour faciliter les écritures, 



(30) s<»> = (4")' -<- W*')* + («l")* . 



4" 4" 4'> 



4»> «if» ar 



a?> 

I 4" 4»> 4*» 
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rournissent, par suite, immédiatement le premier des trois 
groupes d'égalités qui suivent 



(3i) ( 



a?'4" - 


AaV 


a?'4«<-4M"-^|-'. 


«W- 


■ Aai'> 


A«i*> 


«M'- 




Aal" 
a?'ai"-4"4" = -^ 

A4*' 
4'>4"-4"4" = -g;^. 

4"4«>-4"4"=g^. 



ces trois groupes s'obtenant évidemment par un procédé sem- 
blable, en prenant ainsi successivement deux à deux les trois 
relations (21), et les traitant à chaque fois d'une façon analogue. 
En outre, en multipliant respectivement par a^^*^, a^^*^, a^^^ la 
première égalité de chacun des trois grpupes, et les ajoutant, 
nous formerons encore celte autre équation 



,=Arwï. 



(«n* . («?')' 



S«») 



1' 



et, par conséquent, en divisant par A, et renversant les deux 
membres, nous obtiendrons de cette façon successivement, parla 
considération des équations de même rang de chacun des trois 
groupes, les trois nouvelles égalités : 



m 









(«;*>)' (ai'))« («?>)' 



«i»)\» 









SU) 
SI») 



= 1, 
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Le tableau qui précède (31) nous fournissant ainsi une expres- 
sion concise de chacun des neuf déterminants mineurs du 
déterminant A (30), qui est le dénominateur commun des valeurs 
demandées des Akk'9 fournies par le système (29), il est clair 
qu'en tenant compte de ces expressions, ces dernières valeurs 
s'écriront simplement 



A*,, 



*(*) 



ai" aV aP^ 



ai*> aP> ai») 

" . S<*) S<*' S<»> 

at*) a? ai?) 



expressions dans lesquelles les xf^ représentent par hypothèse 
les valeurs (27), qu'on pourra, en conséquence, en faisant la sub- 
stitution, comprendre dans la formule unique 



ai*>alV 



4MÎ> 



«faP 



" S''\x ^ a,) SW(A 4- a,) S^^»(A -h a^) 
OU, ce qui est la même chose, sous forme condensée. 



(33) 



a* 



i*")4r> 



k" à<*")(A-^a*») ' 



et qui satisfont bien, comme on le voit, ainsi que cela devait être, 
à la condition Akk' = Aj^k- 

Telle est donc, nous en sommes assurés rigoureusement par 
les raisonnements qui précèdent, la solution du système (28) ou 
des équations (22). Une fois en possession de ce résultat, pour 
obtenir semblablement celle du second système (23), il nous 
serait facile, par l'application itérative des mêmes procédés, de 
ramener son intégration, comme celle de la dernière équation 
(24), à de simples quadratures, ce qui achèverait de déterminer 



k 
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complètement les inconnues (*). Toutefois, le calcul de la der- 
nière de ces quadratures, bien que n'offrant aucune difficulté, 
exigeant néanmoins un certain développement, une voie plus 
rapide, basée encore sur une induction rationnelle, et qui aura 
l'avantage de fournir, en outre, une vériGcation complète des 
calculs et des raisonnements précédents, nous dispensera de 
passer par tous ces intermédiaires, et nous conduira directement 
sans peine au même but, en étendant simplement aux indices 
t et /, dans toute leur généralité, le résultat auquel nous venons 
de parvenir pour les indices k et k' seulement, c'est-à-dire en 
essayant s'il ne serait pas possible de satisfaire à Tensemble des 
dix équations proposées (1 5) avec les dix expressions 



(*) En effet, si, nous reportant à notre équation (47), nous y faisons i^O et; bA-'^ elle 
deviendra, en faisant abstraction du membre intermédiaire, 

ou, en y remplaçant au second membre les riloP par leurs valeurs obtenues tout à 
l'beure (S7), 

Or, si nous avons égard à présent à la définition (16) des cHo j-\ laquelle donne, en y 
faisant; « 0, et i = *', 

(6) «^<*'' = «l*''A«+4»''A« + 4*''A«, 

l'équation que nous venons d'écrire (a) équivaudra à la suivante 

et donnera, en intégrant, 
ou, ce qui est la même chose, 

(r) .vr= 



«?•' 



À + ttA' 

II 
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ouy sous forme explicite, 

«S*)«j*> «SV> afiaf 



(35) A,^- = Ayi = 



-•- 



Si*>(A + a,) SW(A -f- a,) Sï»>(A + a,) 



Or, rien n*est plus facile que cette vérification, car, en déduisant 
de cette même expression tout d*abord par la différentiation 

(56) a;,^- «"^^'^ ^^'''^' ^^"^^ 



S^*' (A + fl,)« SW(^ -*- «t)* SW(A + a,)* 

puis, en faisant dans la même formule successivement /»> A:, 
et t = ky 

«l*)tf> «Paf^ aM> 

^""st')(A+aO"^St»>(a + a,) "^ SW(A + a»)' 



expression complètement analogue à la valeur déjà trouvée (27) des eH» ^if ^, de même que 
la formule précédente (6) l'est à la formule ci-dessus (25), ces deux dernières formules 
(6) et (>^ procédant l'une et l'autre des deux formules (25) et (27) en y écrivant simplement 
au lieu de k. 11 est bien évident dès lors que la répétition des mêmes procédés qui nous 
ont déjà fourni l'expression («33) des Au*, en partant des seules formules (25) et (27), nous 
donnera exactement de même, en partant cette fois des formules (6) et [y), cette autre 
expression 

de laquelle nous déduirons, en y faisant successivement A:' = i, 2, 3 (et écrivant k au lien 
de A:"), 

*""*^s'*)(i+«.)' ''''^^ ¥^^y^)' *»-'^s'»'(i + «»)' 

et, dès lors, il n'y aura plus ensuite qu'à substituer ces valeurs dans l'équation (24) écrite 
ainsi _ 

Ai) = -[(Ao,)'-l-(A„,)'-+-(Ao5)«], 

pour être en mesure d'obtenir la dernière inconnue Aqo par une nouvelle quadrature, 
ainsi que nous l'énonçons dans le texte. 



49. 
et de là, en multipliant ces deux dernières égalités, 



a{ M'>(4'>)' «f«y'(»r)' «^fw 

■*■ S('>SW(x+o,)(A + a,) "*" S^WS".> (A + a,) (A + a.) 

■^St''S<»)(A + o,)(A + a,)' 

Ton en conclura ensuite, en sommant par rapport à A;, et ayant 
égard à la définition (6) des X^, 

''~ "■^'"(A+a,)'' (S(")' '*"^^^* (SM)^ "^(A+a,)» (bt")' 

"*" (A-*-a,){A+o,) S('>S« ■*" (A+0.) (A+a.) St»>S('> 

"*" (A+aO (A+Oi) S('>S« * 

expression qui, en tenant compte, d'une part, de la définition (50) 
des quantités S(^), et, d'autre part, des trois relations (20) ou (2 1 ), 
se réduit simplement à la suivante 

** "" (Â7<S5) * (A+o,)'S» ■*■ (ÂTÔÔ'Si»»' 

laquelle, étant rapprochée de celle ci-dessus (36) de la dérivée 
A^^, montre que l'on a bien effectivement, avec les expressions 
(34) des Aij, pour toutes les valeurs de i et de j\ 

comme nous l'avions pressenti, et voulions nous en assurer. 
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La question serait donc entièrement résolue par ces mêmes 
expressions (34) ou (35)^ si^ en jetant un coup d*œil rétrospectif 
sur Tensemble de ce calcul, il ne se présentait de suite à Tesprit 
une objection grave, qui nous a arrêtés nous-mêmes quelques 
instants, et qu'il importe de lever, car elle suffirait, si elle devait 
être confirmée, à ruiner Tautorité des raisonnements, ou Texacti- 
tude des calculs, par le moyen desquels nous avons obtenu cette 
solujtion. En effet, les dix valeurs (34) des A/j semblent à pre- 
mière vue renfermer douze constantes arbitraires, savoir les trois 
Okf les trois af\ et six autres prises comme Ton voudra parmi 
les neuf a]^ ^qui sont supposées liées entre elles seulement parles 
trois relations (20) ou (21), tandis que ces mêmes valeurs, satis- 
faisant à un système complet de dix équations différentielles du 
premier ordre, ne peuvent, a priori^ renfermer en aucun cas 
plus de dix constantes arbitraires. 

On découvrira facilement la solution de ce paradoxe, en regar- 
dant d un peu plus près ces valeurs (34) ou (35), et examinant 
de quelle manière les douze constantes af^ figurent dans leur 
expression, car Ton reconnaîtra ainsi aisément Qu'elles n'y entrent 

que par Tintermédiaire des douze rapports -^ — af\ (S(*))"^, 

dont les valeurs sont liées entre elles par six équations, savoir 
les trois équations (32) d'une part, et d'autre part les trois équa- 
tions (20) ou (21), que l'on peut écrire tout aussi bien, en 
excluant la valeur pour • et/, et les divisant par (Sî*))î(S(*'))*, 






et, par conséquent, ces douze constantes cf:f\ qui figurent en appa- 
rence dans les expressions (34), au lieu d'y introduire toutes 
ensemble neuf constantes arbitraires, comme nous le préjugions 
tout à l'heure, n'en n'introduisent en réalité que six seulement, 
ce qui fait, en y joignant les trois oj^, neuf constantes arbitraires 
en tout, au lieu de douze. 
Mais alors la solution (34) devient incomplète, puisque Tinté- 
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grale générale du système (1 5), formé de dix équations différen- 
tielles du premier ordre, doit renfermer dix constantes arbitraires, 
et non pas neuf seulement. Mais si l*on se rappelle que, les Aik 
entrant Seules, d*après la définition (6) dans la composition des 
A>ijy à Texclusion par conséquent de Aoo y cette inconnue n'inter- 
vient dans le système (15) que par sa dérivée seulement, et dans 
la seule équation (24), pour celle-là exceptionnellement on pourra 
aussi .bien adjoindre à son expression (34) une constante arbi- 
traire additive A, et Ton retrouvera bien ainsi le nombre requis 
de dix constantes arbitraires dans cette solution (34). 

Convenant donc, en vue de prévenir désormais Terreur que 
nous venons de signaler, de représenter chacune des douze con- 
stantes a^*^(St*))""^, qui interviennent seules dans les expres- 
sions (34), par une quantité spéciale pour laquelle nous adopte- 
rons précisément de nouveau le symbole a^*', les neuf quantités 
a^) étant supposées liées en conséquence par les six relations 

O {4y = i , et O agi 4*:^ = , 

*' *•• 

qui tiendront lieu des relations (32) et (21), c'est-à-dire sous 
forme explicite 

(57) I (a?))'H.(a?))'+(«?))'=l, aM)-H4M^ + «M0=O, 

nous récrirons alors la solution (34) sous la forme plus simple 



A,^ 



_ S «f ^^r 



a* 



et ces dix expressions, étant entendu que pour la première incon- 
nue Aoo on devra lui adjoindre une constante additive A, repré- 
senteront définitivement dès lors la solution la plus générale du 
problème proposé. 



En posant donc dans la formule qui précède, en vue de sim- 
plifier les écritures qui vont suivre, 



(38) A*=. 



A -♦- fli 



d'où 



-S 



A^ = OA^iV. 



la solution que nous venons d'obtenir consistera, sous forme 
explicite, dans les dix valeurs 



(39) 



A„ = A, (4'))' + A, («?>)» -H A, («J^)» — h, 
A., = A.(ai")» + A,(4T-A,(«iY, 
A« = A, (4'))' + A, (4»))« + A, («f))% 
A« = A, (4'))' + A, (ai")' + A, (a?))», 

A., =. A„ = AM"4" + A^f'^») + A^fai», 
A„ = A« = A,«i')4') + A^%f) -•- Atofail, 
A„ = A„ = A,«i'>4'' + AAM** + A^p'4", 

A„= A« = A,4'>4" + A^^M" + A„?'al'), 
A„ = A„ = A,4V> + A^fM" -H A,«?>4'', 
A„ = A„ = A,4M> + A,aP4^ + A,«?)4»>, 



dans lesquelles Af, A2, Aj représentent, pour abréger, d'après 
l'égalité de définition qui précède (38), les fractions simples : 



(40) A, 



a, 



A,=- 



«s 



A.. 



a» 



Or les neuf constantes «j^ ' étant alors liées entre elles par les 
six relations ci-dessus (57), il devient visible, d'une part, que 
ces neuf constantes sont les cosinus directeurs d'un certain 
système d'axes fixes, dont ils définissent la position par rapport 
aux axes actuels, et d'autre part que la solution que nous venons 
d'obtenir, et qui est exprimée en dernière analyse par les valeurs 
(39) et (40), coïncidera littéralement avec celle formulée dans 



(44) 
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notre Chapitre II par les égalités (139) (que nous avions 
déduite, tout d'abord, par la seule transformation des coordonnées 
rectilignes, de la solution d'une question plus simple précé- 
demment obtenue), en établissant entre ces deux systèmes de 
formules, de même qu'entre les équations proposées (I) de cette 
Note et (126) ou (128) du Chapitre II, la corrélation suivante, 
savoir 



Aoo=5, Ah = g)Iî>, Am = 1JÎ), A53 = ©, 

Aoi «== A|o = (j 9 Aoj = Aïo = ^ ) Ao3 = Ajo = 3C > 
Aî5 = A5j = (Dj As, = Aj5 = £, A,j = Aîi = ^, 

Al =3 A, A,=sB, A5 = C, a^^a^^ a, = 6% a5 = c*, 

4*^ = ^i, «i^^^yj, «?) = <, a^^^a, «?> = «', af) = «", 
e4*)_6, a?) = 6', a?) = 6", al'> = r, «?> = r', ^^^r'\ 

conclusion qui confirme aussi complètement qu'on peut le désirer 
celle à laquelle nous avions été conduits déjà par une voie 
beaucoup plus rapide. 

Le succès du calcul assez long et compliqué que nous venons 
de présenter dans cette note tient tout entier, comme on le voit, 
au mode de notation que nous avons adopté pour les coefficients 
de l'équation de la famille de surfaces proposée A =3 0, étant 
bien évident qu'il fût devenu radicalement impraticable, si nous 
avions écrit cette équation sous la forme (128), avec laquelle on 
l'étudiait naguère encore dans la Géométrie Analytique, c'est-à- 
dire si nous avions adopté un symbole spécial pour représenter 
chacun de ses dix coeflicients : car les 35 équations du second 
ordre qu'il nous eût fallu écrire individuellement, à la suite les 
unes des autres, eussent mis en jeu 30 fonctions différentes, 
représentées chacune par un symbole particulier, si Ton borne 
la supputation aux inconnues primitives, et 74 en réalité, si l'on 
compte les fonctions auxiliaires dont l'introduction dans le 
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calcul nous a seule permis d*arriver à la solution du problème {*). 
Aussi, bien que ce calcul ne nous ait amené en fin de compte 
à aucun résultat nouveau, nous ne pensons pas néanmoins que 
Ton doive le juger comme complètement dénué d'intérêt, en ce 
qu'il établit d'une façon péremptoire, que la multiplicité des 
inconnues et des équations à traiter ne constitue pas un obstacle 
irréductible à l'application de notre méthode pour la recherche 
des familles isothermes de surfaces, et qu'il en démontre par le 
fait la praticabilité effective (si l'on veut bien nous pardonner 
ce mot barbare), à la condition d'avoir recours, pour écrire 
Téquation de la famille de surfaces proposée, à une notation 
symbolique, présentant les mêmes avantages de compréhension et 
de symétrie. C'est pourquoi nous espérons, en terminant, l'indul- 
gence et surtout la patience du Lecteur, pour accorder quelque 
attention à ce long calcul, quelque peu attrayant qu'il paraisse 
au premier abord, dans la pensée que l'application de procédés 
analogues aux équations de degrés supérieurs pourrait peut-être 
conduire un Analyste plus habile à la découverte de familles 
isothermes inconnues jusqu'ici, dont la rencontre constituerait 
pour la Science une précieuse acquisition, et présenterait cette 
fois dès lors un intérêt incontestable. 



(*) Savoir, 30 pour les dix inconnues Atj, et leurs dérivées premières et secondes; 
20 également pour les dix fonctions <S^ij et leurs dérivées premières; et enfin 24 pour 
les douze inconnues auxiliaires choj \ et leurs dérivées premières, que nous avons 
seules considérées : ce qui, en y joignant les douze constantes a^*^ , qui figurent dans les 
expressions (461, forme un total de 86 quantités différentes, qu'il eût fallu, avec ce mode 
de notation, représenter chacune par un symbole spécial. 
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NOTE II 

SUR LA RECHERCHE DIRECTE d'uN SYSTÈME ORTHOGONAL COMPRENANT 
PARMI SES TROIS FAMILLES LE TYPE LE PLUS GÉNÉRAL DES FAMILLES 
ISOTHERMES DE SURFACES DU SECOND ORDRE. 

« Dans chacun des six Cas particuliers que passe successive- 
ment en revue notre Chapitre III, la connaissance a priori^ qui 
nous était alors fournie par la considération des courbures prin- 
cipales du système, de la nature géométrique, ou, ce qui revient 
au même, de Téquation de Tune au moins des trois familles de 
surfaces, nous a permis, on s*en souvient, de déterminer très 
aisément la nature ou Téquation des deux autres familles, sans 
avoir recours à la méthode assez compliquée que nous avons 
développée pour le Cas général dans notre Chapitre V. C*est un 
problème analogue à celui-là que nous nous proposons de traiter 
dans cette Note, bien que la définition de la surface connue 
a priori ne nous soit plus imposée dans le cas actuel par la con- 
sidération des courbures du système, mais que nous nous la 
donnions cette fois arbitrairement, ayant en vue de nous servir du 
résultat que nous allons rencontrer pour compléter d'une façon 
simple, dans la Note suivante, la seconde solution, que nous 
avons annoncée au début du Chapitre V précité, du second 
problème subsidiaire de Lamé, qui fait précisément l'objet de ce 
même Chapitre. 

Prenant donc arbitrairement pour Tune des trois familles le 
type le plus général des surfaces isothermes du second ordre 
représenté, comme nous l'avons démontré dans notre Chapitre II, 
par l'équation (116), proposons-nous actuellement de reconnaître 
s'il est possible de trouver deux autres familles formant avec 
celle-là un système triple orthogonal, et dans l'affirmative de 
déterminer exactement ces deux familles; le tout sans faire appel 

ui 
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aux équations (5) de notre Chapitre III, posées en général par 
Lamé pour la détermination des surfaces d'un système orthogonal, 
ni sans supposer connu, bien entendu, le Système Ellipsoïdal ou 
des Coordonnées Elh'ptiques de Lamé et Jacobi : système que 
nous devrons évidemment rencontrer comme solution, mais en 
y arrivant sans effort d'invention, à Taide d'un procédé logique 
d'investigation rationnelle, tandis que les illustres Inventeurs, 
savoir Lamé dans les Leçons sur les Fonctions Inverses (*), et 
Jacobi dans les Vorlesungen (**), posent d'emblée ce système, 
sans faire connaître comment on peut être conduit, par un 
enchaînement naturel de raisonnements ou de calculs, à celte 
notion en réalité fort compliquée, malgré l'apparence de simpli- 
cité qu'elle doit à sa merveilleuse symétrie. 

Nous y arriverons sans peine, en nous proposant d'abord de 
déterminer simplement les deux systèmes de lignes de courbure 
de la famille de surfaces en question, mais à la condition de diri- 
ger le calcul de façon à obtenir pour chacun de ces deux systèmes 
isolément une équation du même type en or, y, z que celle de la 
surface proposée, tandis que le calcul de Monge, présenté dans 
la plupart des traités d'Analyse pour la détermination des lignes 
de courbure des surfaces du second ordre, ne fournissant les 
deux systèmes que par le moyen de leurs projections sur l'un des 
plans coordonnés, c'est-à-dire d'une équation entre deux coor- 
données seulement, rompt par là même cette symétrie entre les 
trois équations connexes du problème, qui doit nous offrir pré- 
cisément d'elle-même la réponse à la question que nous avons en 
vue dans cette courte Note. 

La considération qui nous permettra de réaliser ce programme 
sera la remarque fort simple, dont nous avons déjà fait usage 
utilement dans l'un de nos précédents Mémoires (***), et que 
nous allons reproduire en quelques lignes, ainsi qu'il suit. 



(*) § XXXVI, p. 47, et !5 LXXX, p. 105. Cet Ouvrage (4857) est antérieur de deux ans aux 
Leçons sur les Coordonnées Curvilignes (1859). 
(••) 26* Leçon, p. 498, et 27» Leçon, pp. 207 et 208. 
(***) Mémoire sur l'Emploi des Coordonnées Curvilignes, 1 1, pp 31 -Si. 
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Étant donnée une surface quelconque F(pc,y,z)= 0^ si Ton 
suppose que Ton ait déterminé, par l'intégration de Téquation 
différentielle connue, l'ensemble des lignes de courbure, et que 
Ton représente par let ix les paramètres correspondante chacun 
des deux systèmes, cet ensAnble sera alors défini par trois équa- 
tions telles que 



(i) 



F (X, t/, z) = 0, F, (ar, y, z) = X. Fj (x, y,z)=^fx., 



et Ton obtiendra isolément soit le premier, soit le second sys- 
tème, en associant la seconde ou la troisième de ces équations à 
la première, qui est, par hypothèse, Téquation de la surface donnée. 
Or, si Ton suppose ces trois équations résolues par rapport à 
^y Vf ^9 c'est-à-dire mises sous la forme 



(2) 



^ = /'(^>A*)> 



y = <p(A, Ac), 



z = 4;{X,/u), 



on pourra envisager encore ces trois dernières équations comme 
représentant à volonté l'un ou l'autre des deux systèmes, à la 
condition d'y considérer comme une constante celui des deux 
paramètres ^ ou ^ qui lui est relatif, et l'autre comme une variable 
auxiliaire, analogue au temps ou à l'arc de courbe, en fonction 
de laquelle les coordonnées d'un point quelconque de la courbe 
se troiivent ainsi exprimées, et qu'il y aura avantage dès lors, par 
une raison évidente de symétrie, à prendre pour variable indé- 
pendante dans tous les calculs relatifs à cette théorie, et notam- 
ment, par exemple, pour la détermination de ces deux formes 
d'équations cherchées (1) ou (2) elles-mêmes. 

Cela posé, 1 équation différentielle des lignes de courbure, 
qui est, d'une façon générale, pour la surface F(x, ?/, z) b=b , 



(2^ 



dx. 


rfF 

di' 


-(S 


dy, 


dF 


\dyl 


dz, 


rfF 
lu' 


\dzl 



■0, 



dans le cas particulier de la surface du second ordre en question 



(3) 



sera la suivante 



: 1 



dXf 

dZy 



6' -♦ V c' -«- V d' 



dx 



dy 
dz 



«0, 



ou 



a* -♦- y \c* — V />' -+-!// 6* -f- y va* -♦- 1/ c* -♦- w 

-^"5 i; i )(/xrft/=0, 

laquelle, étant multipliée par ixyzy et chassant les dénomina- 
teurs, pourra encore être écrite : 



(4) 



X* ivdti 2zdz v' 2zrfï ixdx 



a' -H V 6*-4-v c*-i- y 



♦ ^ c -♦- V a -^v 



c*-t-y a*-+-v 6'-f-y 



Or, si nous envisageons isolément le premier système de lignes 
de courbure au paramètre ^, et que nous nous proposions d*ob- 
tenir ses équations sous la forme (2), en y considérant, ainsi que 
nous Tavons expliqué, ^ comme une variable auxiliaire, on aper- 
çoit de suite qu^on pourra satisfaire à la fois aux deux équations 
(3) et (4) en prenant pour ^i^f^;' W^^' c^in, ^^s fonctions 
linéaires de la variable indépendante fx, c'est-à-dire en posant 



X* 


= A,M 


H- 


a;, 


a*-*-» 




= B./t 


H- 


b;, 



^xdx ^ , 
= A,fl/«, 

(S) i ^=^'^-^^- ^ = «^'^' 
= C,/t4 ^ C| , = Cjd^, 

les cocfficienls A|, B^, Ci, Ai, B[y C[ étant dès lors des fonctions 
de >. Car, par la substitution de ces valeurs^ les équations (3) 
et (4), qui définissent les lignes de courbure, devenant 

(A, + B, - c,)a^-*- a;^b; + c; = — » 

[(Ô'-O (A,m+A;)B,C,-+-(c'- o') (B,M-^B;)C.A,-h(a*-.6«) (C,a*-*-C;)A,B,](/a.*=0, 
dont la seconde se réduit simplement à 

A,B,C, L»- c') ^ ^ (c«- a') I -h (a«- 6') ^j d^'= , 

on voit immédiatement qu*elles seront vérifiées en disposant des 
constantes de manière à satisfaire aux trois conditions 

i 

(6) A, -+- Bj-f-c, = o, a; + b;^c; = --, 

o 
(7) (6._c')^-.-(c'-««)?î + (a»-6')^* = 0. 

A, U, i>j 

On reconnaîtrait exactement de même que Ton obtiendra les 
équations du second système au paramètre p, en prenant pour 
les fonctions linéaires de X 



«« 
«*-+- 


- 1 


»' 
*« + 


v' 


8« 




x' 





A,A 


-^a;, 



(8) -, — = a,a^a;, 77^— = b,a + b;, -^ — «=c,a4-c;, 
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dans lesquelles les coefficients Aj, Bj, ... Q, qui sont par hypo- 
thèse des fonctions de fx, vérifieraient les conditions 

(9) A,+ B, + c, = o, a;-*- b; -♦-€;= i. 

a 

(iO) (6' _ c») ^ -f. (c'- a») ^ + (a' _ 6')!; - 0. 

Aï B, (/ 

Ainsi donc, on pourra obtenir simultanément les trois équa- 
tions des deux systèmes de lignes de courbure, en prenant pour 
â5T"v' 5*^* t^v ^^^ expressions qui soient linéaires à la 
fois par rapport à X et à fx considérées isolément. On satisfera à 
cette double condition de la façon la plus simple possible, en 
prenant pour ces quantités des expressions telles que 

■ #1- .A. V •* " 

(il) 

:C(X -»- fc)(Ai-|- W), 

les coefficients A, B, G, g, h, k, l, m, n étant à présent de véri- 
tables constantes, auquel cas ceux que nous avons appelés 
Af, B|, ... G;, a;, ... Ci dans les expressions (5) et (8), auront 
alors pour expressions 

A, = A(A^9), B, =-B(X -h/i), C, = C(X -♦-*), 

A; = A(A-4-5f)/, b; = B(x ♦- A)m, C; = C(A-fr- fc)n, 

A,«A(a*-» /), B4 = B(A-Hm), C, = C(a.h-w), 

a;=.a(m+-/)9, b; = b(a*-i-im)^, c; = C(a^ ♦- n)k. 

Avec ces valeurs, les conditions (6) et (9) étant alors 

(A ^ B -+-C)X -*- A^ -t- BA -i-Cfc =0, 
(A -♦- B -t- C) M -*- A/ -4- Bm -h Cn =i= , 

1 

(A/ 4- BwH- Cn) X -H A<// -♦- BAm -f- C^/i = -- . 

i 

{Xg -t- B/i -♦- Cfc) A* 4- A/^f -4- Bm/i -4- Cnfc = -- » 
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exigeront, pour être satisfaites quelles que soient X et fx, c'est-à- 
dire quelle que soit la variable indépendante de Tun ou Tautre 
des deux systèmes, 



i 

(43) Ajf-f- B/t -4-Cfc = 0, M +Bm -h Cn =0. 



(i2) A H-B -♦-€ =0, A^/ -+- BAm -*- C/tn = — 



De même les deux conditions (7) et (10) deviendront par ces 
substitutions 

/ (Ô'-O/ 1.(0* — a')m + (a' — 6*)n = 0, 
<*^) j (6«_c')(/ + (c' — a')A + (a*-6')ifc = 0. 

Outre ces conditions (13), (13), (14), une nouvelle équation 
entre les neuf coefficients cherchés A, B, C, g, h, k, /, m, n, qui 
figurent dans les expressions (li), résulte de ce que les deux 
systèmes de lignes de courbure se coupent orthogonalement, 
condition exprimée évidemment, d'une façon générale, par 
réq^ation 

, ^ dx dx dy dy dz dz 

dxdfi dx dfjL dx dfjL 

les différentes dérivées qui entrent dans cette équation étant les 
dérivées partielles que fourniront les expressions (2). Car, au point 
de rencontre des deux courbes, les cosinus directeurs de l'élément 
de ligne du premier système sont proportionnels à ^, ^, 5^, du 
moment que, par hypothèse, pour cette ligne, fx est la variable 
indépendante, et ). une constante, et, d'autre part, les cosinus 
directeurs de l'élément de ligne du second système. sont propor- 
tionnels à 5^, ^, 5^, pour une raison toute semblable. 

Or^ si l'on a égard aux expressions (11) précitées, qui donne- 
ront, en chassant les dénominateurs et extrayant les racines, les 
valeurs 

y = \/B (6* -*- y). (A -♦- A) (a« -H m) , 

Z =l/C (C* ■+• y).^X^ k) (fC -»- II), 



IV 
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lesquelles représenteront alors pour le cas actuel les valeurs (2) 
en question, et donneront par la différentiation 



dx 
dx 



1 . y ■ m //tTnhT dx \ y » /A-t-fl 

2 ^ ^ A -f- gf rf^^ 2 ^ 'V fj,^l 

dx ^2 ^ ^^ A-4-/t dit* 2 ^ ^^ A^-^m 

dz 1, V- — ^^ • /f^-^n dz i.y— -= ri A-^^ 

c/A 2 ^ V A -H A diu 2 ^ ^V pH-n 

la condition trouvée tout à Theure (15) sera simplement 

(16) A (a'+ v) -f- B (6' -H ï') ^ C (c'-+- j^) = . 

11 semble au premier abord que nous ayons obtenu ainsi, en 

rapprochant les égalités (12), (13), (14), et (16), sept équations 

entre les neuf coefficients cherchés, mais ces sept équations ne 

sont pas distinctes, ainsi qu*il est facile de le voir, car si nous 

joignons cette dernière (16) à la première (12), et les mettons 

sous la forme 

ABC 

en introduisant, à titre de nouvelle indéterminée, la valeur com- 
mune de ces rapports, ce qui permettra de les remplacer par les 
trois autres 

(17) A = (6'— c') D , B = (c'— a') D , C = (a'— 6') D , 

Ton voit, en reportant ces valeurs dans les équations (15) et la 
seconde (12), que les premières se confondront alors avec les 
équations suivantes (14), de sorte que Ion n'aura, en définitive, 
à satisfaire jusqu'ici qu'aux trois seules conditions entre les sept 
inconnues g, A, k, /, tn, w, et D : 

(6* - c')g + (c» — a') A + (a' — 6') A = 0, 
(18) ) (6' — c')/ +(c' — a')m +(o» — 6«)n =0, 

D [(6' — c')^/ -H (c« — a') hm h- (a» — 6«) kn] = i. 
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Pour trouver maintenant, entre les mêmes constantes, de 
nouvelles relations qui permettent de déterminer, dans la mesure 
que comporte la question, les neuf coefficients inconnus qui figu- 
rent dans nos équations (11), multiplions respectivement ces 
équations, en premier lieu par ^j^9 j^* T^' P"'^' ^" second 
lieu, par ^^*'> ^^^» ^+^> ^^ ajoutons-les. Nous formerons ainsi 
les deux équations 

A -4- flf X -^ h A -t- A: fi-^l fi-^m fJL-^-n 

dans lesquelles les seconds membres, étant les valeurs 

H = A(a*-+- j/) (a* -f- -*- B (6* H- v) (/u H- m) -♦- C (c'-t- v) (A*-^n), 
K — A(a*H- v)(X ^g) -*- B(6V >) (A -h A) -•- C(c'-i-y)(A -^*), 

qui se réduisent respectivement, eu égard à la dernière condi- 
tion (1 6), à celles-ci 

(20) V 

( K = A (o'+ % H- B (6'+ ï^)/i + C(c'-h v)fc , 

seront, par conséquent, encore de simples constantes. Et dès lors 
ces deux équations (19), ne contenant chacune qu*un seul des 
deux paramètres l ou fjt, représenteront évidemment, pour le cas 
actuel, les deux dernières équations (1) qui définissent isolé- 
ment, dans notre exposé préliminaire, les deux systèmes de 
lignes de courbure, lesquels doivent par hypothèse satisfaire à 
la même équation différentielle (S***")* 

Or, comme en général l'équation différentielle formée par 
Télimination de la constante ou paramètre p entre Téquation 
donnée 

a:' y* ^' 

-^ -^ H =G, 



p-t-a p-H6 ^ -^T 

et sa différentielle 

xdx ydy zdz 



= 0, 
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contiendra évidemment les quatre coefficients distincts a, 6, y. G, 
et, par conséquent, sera généralement différente pour chaque 
système différent de valeurs de ces quatre coefficients, il y a 
donc lieu de présumer, sans qu'on puisse toutefois Taffirmer 
a priori (la constante G pour le cas envisagé étant une certaine 
fonction des trois autres constantes a, g, y), que, puisque les 
deux équations du type précédent (19) doivent fournir la même 
équation différentielle (4), il faudra pour cela que Ton ait dans 
la question actuelle 

(21) g^l, fc«:iw, k = n, 

conditions qui entraîneront semblablcment, eu égard aux va- 
leurs (20), H = K, de manière que ces deux équations devien- 
dront alors identiques, sauf la dénomination du paramètre, 
cVst-à-dire au fond les limites entre lesquelles chacun des deux 
sera renfermé, sans quoi les deux équations se confondraient 
absolument en réalité. 

Il y a donc lieu d essayer si ces trois nouvelles conditions (2!) 
sont compatibles avec les précédentes (18), et si leur ensemble 
peut conduire h une forme déterminée des équations (1) ou (2) 
pour la question actuelle. 

Partant de cette donnée, on sera tout naturellement amené à 
satisfaire, 6 la fois, à ces dernières conditions (21), et aux deux 
premières (18), par des expressions de la forme 

parce qu*alors,ces équations étant ainsi vérifiées quelles que soient 
GT et T, la troisième équation (18), qui deviendra en même temps 

(25) D[(6'-c«)((rû'+r)U (c'-a')((r6'H- T)«+(o'~6«)(ac% T)']=i, 

fournira immédiatement la valeur du coefficient D, et par suite 
les équations (17) celles de A, B, G, en sorte que toutes les con- 
ditions successivement posées seront satisfaites, et les neuf coef- 
ficients cherchés A, B, G, 9, A, A:, /, m, n seront tous exprimés en 
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fonction des deux nouvelles constantes <7 et r, qui demeureront 
indéterminées. On va voir tout ù Theure la raison de cette indé- 
termination. 

Effectuant donc ce calcul, Téquation (23) développée sera 

D [(6*— c') (^V^ 2(rro' 4- t') 4-(c'— a') ((T'6*-f. 2(tt6* + t') 

Cl 

et, étant ordonnée par rapport à a, pourra, après réduction, être 
écrite sous la forme 

(!24) D [(6'— c')a* ^ (c'— a')6* ^ (a' — 6')c*] <r = -i-^- 

D*autre part, en remettant les mêmes valeurs (17) et (22) dans 
les expressions (20) de H et K, celles-ci prendront semblable- 
ment la valeur commune 

H=K= D [(6'— c') (oV ï^) M' -t- T)-t- (c«—a') (6'+ y) ((T6'-+-r) 

+ (o'-6')(c'-*-;^)((xc'H-r)] 
= D[(6'— c») j (xa*-*- {va -*. t) a*-»- ur \ -^ (c*— o») j ab* -*- (vtr -t- t)6'+ yr \ 

-*- (a*— 6') j <TC^ -*- (y(j -♦- t) c'-4- vt\ ] 
«D[(6'— c*)tt*4-(c*-a*)6*^(a'— 6»)c*](T = -^. 

en vertu de Téquation précédente (24). Et, par conséquent, en 
reportant cette valeur, ainsi que celles (22) dans les deux équa- 
tions (19), qui sont, avons-nous dit, celles des deux systèmes de 
lignes de courbure considérées isolément, celles-ci seront alors 
comprises toutes les deux dans le type (p étant 1 ou yî) 

x} v' «' < 



lequel peut être ramené très aisément au type même de la sur- 
face proposée (3) par un changement linéaire de paramètre ; car 
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si on récrit ainbi, en la multipliant par <7 (ce qui revient à diviser 
par cr au dénominateur), 

x' y' z" i 
i ^ î ■*" i '^dP' 

o'-*- -(pH-r) 6'-t- -(p+r) c^-i (p-*-t) 

<T (7 <r 

Ion voit qu'il suffira de faire alors p' =b i (p -4- T),de substituer, 
et d'effacer en6n les accents, pour obtenir ces deux équations (19) 
sous un type identique à celui de l'équation (3). 

Admettant donc que nous ayons agi de la sorte pour chacune 
d'elles, et joignant alors les deux équations ainsi obtenues à 
l'équation de la surface proposée elle-même, nous aurons donc 
ainsi pour les trois équations (1) relatives au problème particu- 
lier actuel (sauf interversion de l'ordre dans lequel nous allons 
les écrire) les trois suivantes 

g' _ i 



(25) 



• 


y' 


O'H-A ' 


6* H- A 


X* 


.V' 


o'+ fi 


6' -4- M 


X* 

u 


y 



1 

F 

1 



qui sont, comme l'on voit, parfaitement déterminées, nonobstant 
Tindélermination persistante des coefficients cr et t, et qui, par 
conséquent, résolvent complètement le problème proposé relati- 
vement à la surface donnée (3). 

Semblablement, si l'on voulait obtenir de prime abord le 
même système d'équations sous la forme (2), il suffirait, en pre- 
mier lieu, de récrire l'équation (24), en vertu d'une transfor- 
mation déjà usitée à plusieurs reprises dans le Chapitre V (voir 
les notes des pages 380 et 386), ainsi qu'il suit 

_ D (6*— c') (c«— a») (a'— 6«j. (7 = -i-, , 

/Ttt 

d'où 

1 — < 



D = 



(6'— c*)(c'— o')(a'— (.') 
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et par suite, en reportant dans les expressions (17), d'en conclure 
pour A, B,C, les valeurs 



(26) 



A = [(r'<r(a'-6«) (o'-c')]"S B = [<r«d'(6'— c') (6'- a')] ~\ 

C = [ff'eP (c'- o') (c'— 6')]"', 

lesquelles, étant remises à leur tour dans les équations (11), 
permettront de les écrire ainsi qu'il suit 



(27) 



i \ 



6V y ff*rf' (6'- c") (6'— a*) d* (6»— c*) (6*— a*) 

\ i 



puis,en second lieu, de remarquer que les hypothèses oi-dessus(22) 
donneront, en introduisant comme tout à Theure le nouveau 
paramètre p', 

i t 1 i 

a <r (7 <T 

, i i t 1 

( -(p-+-/»)=!-(pH-m)=-(pH-ff6'-t-T)=6*-4- ~(p-+-T) = 6*-i-p', 

(T (T G (T 



i \ \ i 

-(p-4-t) = -(p-*-n)=- (p-4-(7c'-t-T)==c'-t- -(p-*-T) = c*-t-p'. 

0" 0" 0" (T 



Et dès lors, en laissant de côté, soit le second, soit le premier 
membre, de ces suites d'égalités, et y faisant en même temps 



soit p = A, p' = a', 



soit 



P = A*, p =« A* > 



puis, reportant les valeurs qu'elles fourniront ainsi dans les 
équations précédentes (27), chassant alors les dénominateurs des 
premiers membres, et enfin, cela fait, effaçant encore les accents. 
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Ton voil que nous obtiendrons ainsi pour les Irois équations du 
problème correspondant à la forme (2) de notre expose prélimi- 
naire, les trois suivantes 

^, i (q'-4- A)((i'-4-A^) (a' . y) 

(28) I ,_1 (6'h-x)(/>«-^a.)(6».4-.) 

qui sont bien effectivement celles qui résulteraient de la réso- 
lution des équations précédemment rencontrées (25). 

. Cet(epremièreformed'équations(25),qiienousvenonsd'oblenîr 
comme solution, pour définir les lignes de courbure de la surface 
donnée (3), fournit immédiatement la réponse à la question qui 
fait Tobjet de cette Note;' car ce premier mode de représentation 
fait voir que les lignes de courbure appartenant à chacun des 
deux systèmes sont tracées, sur la surface du second ordre pro- 
posée, par deux familles de surfaces appartenant au même type, 
c'est-à-dire, comme elle, à centre unique, homofocales entre elles 
et avec celles de la famille de surfaces proposée, avec la condi- 
tion que chacune des trois surfaces (25) appartienne à une 
variété différente, afin que leurs intersections deux à deux soient 
réelles (*), ce qui revient à dire qu'il devra se trouver parmi 



n Si Ton voulait se senrir de ces résultats pour établir, en y an'ivant par un procédé 
logique et naturel» les formules fondamentales relatives à remploi des Coordonnées EUip- 
tit|ues» il suffirait d'ajouter quelques mots seulement aux développements qui précèdent, 
pour montrer, ainsi que nous le faisons dans notre Chapitre V (pp. 391-393), après avoir 
rencontré ces mêmes résultats comme solution du problème le plus général, que si l'on 
suppose les constantes a-, b^, c^ classées par rang de grandeur dans l'ordre habituel : 
a* > 6^ > eK cette condition, que chacune des trois surfaces (35) appartienne à une 
variété diifèrente, imposera la délimitation et la séparation des paramètres exprimée par 
les inégalités 

la famille au paramètre ;i étant alors composée d'hyperbololdes k deux nappes, celle au 
paramètre .a d'hyperbololdes à une nappe, et celle au paramètre v d'ellipsoïdes. Et l'on 
vérifierait en même temps, qu'avec ces mêmes conditions, les valeurs d*x, y, z, fournies 
/i ar les expressions (28), seront effectivement toajoors réelles. 
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elles lin eJlipsoïde, un hyperboloïde à une nappe, et un autre à 
ileux nappes. Cela posé, ridenlilc de forme entre les équations 
des trois faniilles de surfaces (25) montre évidemment que la 
propriété, que nous venons de reconnaître en ces termes 6 la 
surface donnée relativement à ses lignes de courbure, appartient 
tout aussi bien à Tune quelconque de ces trois familles de sur- 
faces, c'est-à-dire que chacune d'elles est coupée par les deux 
autres suivant ses lignes de courbure, attendu que Ton retombe- 
rait toujours sur le même système d équations (25)^ en prenant 
pour surface donnée, à la place de l'équation (3), l'une quel- 
conque d'entre elles. La tangente à l'intersection de deux quel- 
conques de ces surfaces est donc normale à la troisième, ce qui 
revient à dire que les trois familles de surfaces forment un 
système triple orthogonal (*), lequel sera évidemment <mi outre 
triplement isotherme, eu égard au type commun de chacune de 
ces familles de surfaces, type que nous avons choisi dans Téqua- 
lion (3) précisément en vue de ce résultat. 

Notre but, en établissant la proposition à laquelle nous venons 
ainsi d'arriver, était principalement, avons-nous dit en posant la 
question, de nous procurer un point d*appui sur lequel l'on 
pourra baser, si l'on veut, la seconde méthode pour la détermi- 
nation des surfaces du système dans le cas le plus général, que 
nous allons développer dans la Note suivante. Mais en attendant, 
comme application immédiate et conclusion de la présente, l'on 

D En effet, si l'on désigne par A, B, G les trois courbes d'intersection deux à deux des 
trois surfaces (À), (B), (C) représentées par les équations ci&i, courbes qui seront en même 
temps, d'après ce que nous venons d'établir, les deux systèmes de lignes de courbure de 
ces surfaces, en entendant, pour la symétrie, que B et C soient ainsi les deux lignes de 
courbure de la surface (A), C et A celles de la surface (B), et A et B celles de la surface (C), 
il est clair que l'intersection G étant à la fois normale, à A comme ligne de courbure con- 
juguée relativement à la surface (B), et à B comme ligne de courbure conjuguée relative- 
ment à la surface (A), la tangente de G sera normale aux tangentes de A et de B, c'est-à- 
dire au plan tangent de G qui contient ces deux droites; ou, en d'autres termes, l'inter- 
section des deux surfaces (A) et (B) sera normale à la troisième (G), ce qui est précisément 
le caractère essentiel (ou la définition) du système triple orthogonal de sarfaces. 

Bien que cette réciproque du théorème de Charles Dupin ne soit certes pas diflScile à 
démontrer, comme on ne la trouve établie, ni môme énoncée, dans la plupart des traités 
d'Analyse, nous n'avdns pas cru inutile, pour une entière rigueur, de l'indiquer explicite- 
ment ici en quelques mots. 



peut déjà se servir du dit résuhal, pour parvenir beaucoup plus 
rapidement et plus facilement à la solution du même problème 
général, en empruntant seulement le point de départ et les 
données de la première méthode que nous avons développée tout 
au long dans notre Chapitre V, car Ton sera ainsi dispensé de 
procéder successivement au calcul effectif et à rintcgralion géné- 
rale du système d'équations différentielles totales (87) ou (117), 
dont le développement a rempli presque la totalité de ce Chapitre. 

En effet, nous avons reconnu, avant tout calcul, en exposant les 
grandes lignes de cette méthode, que la solution la plus générale du 
problème devait contenir seulement d/a:constantesarbitraires,dont 
trois simplement additives par rapport aux coordonnées x, y, z. 

Or, si nous effectuons dans les résultats précédents un simple 
changement de coordonnées rectilignes, c'est-à-dire si nous posons 

-/ x'=a;'o -+- a'x -♦- a"y -♦- a'"z, 

(29) \ y' = yi ■+- 6 'a: -^ 6"y -^ t"'z , 

( z'=^z'f^ + r'x 4- r"y -*- y'"^^ 

X, y, z désignant expressément dans ces formules les trois fonc- 
tions des coordonnées X, //, v définies par les deux systèmes 
équivalents (28) ou (25), Ton voit que les expressions des 
coordonnées x', y\ z\ i^insi entendues, contiendront bien alors, 
d'après les équations que nous venons d'écrire, les dix con- 
stantes arbitraires demandées, savoir : en premier lieu, les quatre 
constantes a^^ 6^, c^, d^ existant antérieurement dans les équa- 
tions (25) ou (28); puis les trois constantes simplement addi- 
tives Xqj 2/ô> ^ô; 6t enfin trois autres, à prendre comme Ton 
voudra, au nombre, ou en fonction, des neuf cosinus a, S', ... 
a", .../", liés entre eux par hypothèse par les six relations 
connues, qui n'en laissent subsister que trois seulement d'arbi- 
traires. Dès lors ces dernières équations (29), après substitution 
des valeurs de x, y, z fournies parles équations (28), constitue- 
ront donc bien de nouveau la solution la plus générale du pro- 
blème, et par conséquent le système de surfaces (25) sera 
géométriquement le type le plus général du système orthogonal 
triplement isotherme. 
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NOTE III 



SUR UN AUTRE MODE DE DÉTERMINATION. DES FAMILLES DE SURFACES 
QUI COMPOSENT LE SYSTÈME DANS LE CAS LE PLUS GÉNÉRAL. 

Nous avons dit, au début du Chapitre V, en posant le problème 
spécial que nous nous proposions d*y traiter, à savoir la 
recherche de Texpression générale de chaque coordonnée recti- 
h'gne en fonction des coordonnées curvilignes, ou, ce qui revient 
au même, la détermination exacte des familles de surfaces qui 
composeront le système orthogonal, que cette dernière question 
pouvait être abordée par deux voies différentes, inverses en 
quelque sorte Tune de Fautre, et pour ménager Fattenlion et la 
patience du Lecteur, nous n'avons développé dans ce même 
Chapitre V que celle des deux méthodes qui devait le conduire 
au but par le chemin le plus direct et le plus rapide. Mais l'autre 
méthode, dont nous avons également indiqué en quelques mots 
sommaires les grandes lignes et les traits principaux, même après 
la possession déjà acquise de la solution du problème, nous 
semble néanmoins offrir encore un certain intérêt, ne fût-ce que 
pour corroborer avec plus de certitude les résultats fournis par 
la première méthode, et sans parler des conséquences impor- 
tantes que nous nous proposons d'en tirer dans l'une des Notes 
suivantes. Si donc l'on veut bien nous permettre de l'exposer 
à son tour dans cet Appendice, la question, dans son ensemble, 
paraîtra sans doute ensuite mieux étudiée, et la théorie du Sys- 
tème Isotherme plus complètement possédée, lorsqu'elle aura 
été de ceUe façon successivement abordée et éclairée par deux 
côtés absolument différents, pour arriver dans les deux cas exac- 
tement à la même conclusion. 

L'esprit de cette seconde méthode consistera, avons-nous 
dît (p. 336), à l'inverse de la première, à intégrer d'abord isolé- 
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ment les trois équations de gauelie (5) ou (20) du Chapitre III, 
qui ne contiennent chacune qu^une seule inconnue u, et à dis- 
poser ultérieurement des arbitraires introduites par les intégrales 
générales ainsi obtenues, de manière à vérifier ensuite simulta- 
nément les trois autres équations, de droite, du même groupe. 
Mais pour débarrasser également ce nouveau calcul^ de même 
que le premier, de la difficulté spéciale inhérente à la présence 
des fonctions elliptiques, nous introduirons de nouveau pour 
variables indépendantes, à la place des coordonnées thermomé- 
triques <p, ^, m, les fonctions 0, % II ou X, fx, y de ces variables, 
définies par les équations (83) ou (1 12) du Chapitre V, ainsi que 
nous Pavons déjà fait pour l'exposition et le développement de 
notre première méthode; et alors les six équations en question, 
qui seront devenues par cette transformation les équations (134"*) 
dudit Chapitre, pourront être également représentées par les 
deux types 

u V u V ,^ u V 

(2) AfA. -- ^ AÎ.A*-- -+- Aîv. -- =0, 

qui figureront respectivement chacun des deux groupes, soit de 
gauche, soit de droite, de ces mêmes équations, en ayant recours 
de nouveau à la notation synthétique dont nous avons déjà fait 
usage au début de ce même Chapitre V. Ër, parlant de là, si 
nous remettons dans ces dernières équations, à la place de A*X, 
Aî|ui, Ajv, leurs valeurs correspondantes aux expressions (75), 
trouvées à la fin du Chapitre IV pour les fonctions 4>, % II, 
savoir 

(A— M)(;i— v) (a<— y)(M — A) (.-*)(;'— At) 

et, si nous les multiplions en même temps par le produit 

(3) e = (/t — y)(v — A)(x — A'), 
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comme nous Tavons fait dans le Chapitre V pour nietlre l'ëqua* 
(ion (137) sous la forme (138), on voit, qu'en divisant alors par 
le facteur constant icP^ les six équations du problème actuel 
seront figurées par les deux types 

IduV !duV (duV e 

(4) (-^)Ax)y -^(v-.)A.)y -»-(>-.)nv)y .-^,=0, 

dudv , ^ ^^ du dv , , ^ dudv 

dont la première n'est autre que ladite équation (137) du même 
Chapitre, eu égard à la définition des quantités A, M, N que nous 
y considérions. 



La question étant ainsi posée, pour avoir toutes les solutions 
possibles de Téqualion aux dérivées partielles du premier 
ordre (4), nous adopterons la méthode générale de Lagrange, qui 
ramène la formation de toutes ces solutions sans exception à la 
seule possession d'une intégrale complète, et pour obtenir cette 
solution complète elle-même, nous imiterons le procédé employé 
chaque fois par Jacobi, dans Tapplication de sa méthode d'inté- 
gration des équations de la Dynamique {^\ pour l'équation aux 
dérivées partielles à laquelle satisfait la fonction qu'il nomme 
fondamentale, et qui consiste à composer cette solution d'une 
somme de (rois solutions particulières ne dépendant chacune que 
d'une seule variable. 

A cet effet, nous récrirons d'abord ceue équation proposée (4), 
en y introduisant, à l'exemple de Jacobi, deux constantes indé- 
terminées U et V, au moyen d'une somme de termes identique- 
ment nulle, et effectuant le développement du produit 6 (3), de 



n VORLESDNGEN, 24« LeçoD, pp. 184-185; âo< Leçon, p. i9i; 28« Leçon, pp. S13-Si4; 
' 29« Leçon, pp. 222 et 2£8. 
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la façon suivante 

- A[(''-'')(«*-'-v)*(''-*)(Umi-V) + (x-^)(U.+v)]=o, ■ 

♦et 
OU, plus simplement : 

h-(x-^)[a^)(^)'-4^(v'-*u^-v)]=o. 

Et alors, si nous cherchons encore, comme lui, à vérifier 
celte équation au moyen d'une somme de trois termes tels que 

(6) ti == tiA -♦- ti;x -^ Wv I 

qui ne soient fonctions respectivement que de X,fx,v, et donnent 
par suite 

du dtix du dUfj, du du^ 

^ ■ c/A ^ dx ' dfi^ djx* dv"^ dv ' 

il est clair qu'il suffira pour cela de satisfaire séparément aux 
trois équations 

(du \' i 

lesquelles détermineront les trois fonctions m>, m^, Mv,ct qui, assi- 
gnant à leurs dérivées respectives les trois valeurs 
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(7) 






fourniront immédiatement^ pour ces fonctions elles-mêmes, les 
expressions suivantes : 



«^-2d 



(8) 



'"isy V -7(— 

Dès lors, en reportant dans Tégalilé (6), on voit que Texpres- 



sion 



qui renferme les trois constantes indéterminées U, V, W, sera 
une solution complète, permettant d'en tirer, conformément à la 
théorie de Lagrange, toutes les solutions possibles de cette même 
équation. 

D'après cette théorie générale, ces solutions sont de trois 
sortes différentes, en sus de l'intégrale complète elle-même dans 
laquelle U, V, W demeurent de simples constantes, savoir : les 
intégrales dites singulières^ les intégrales semi-singulières ^ et 
l'intégrale dite ^énera/e, solutions que l'on déduirait de lexpres- 
sion ci-dessus (8) respectivement de la façon suivante. 

i" Intégrale singulière. — Pour l'obtenir, il faudrait joindre à 
cette équation (8) elle-même, en vue de déterminer les trois 
fonctions U, V, W, les trois équations 

Du lau Dm 
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Or, la dernière de ces trois équations impliquant conlradic- 
tien dans le cas actuel, puisqu'elle s'écrirait 1 «» 0, il ne peut 
donc pas exister de solution de cette sorte dans la question pré- 
sente. 

2* Intégrale semùsingulière, — Elle s'obtiendrait en se don- 
nant arbitrairement deux des indéterminées U, V, W en fonc- 
tion de la troisième, soit en posant, par exemple, 

(9) u^raw), v«/;(W), 

et déterminant ensuite W en ly fx, v, en joignant aux deux précé- 
dentes l'équation 

du Du dfi Dfi 

_=o, ou _r.(w).-r;(W)-._^o. 

c'c8l-à-dire, en tenant compte de l'expression (8) de u, et multi- 
pliant par id, celle-ci 



A/'WW)+/';(W) ^^ r M/-;(W)-»-n{W) 






(10) 



«/m 






laquelle, donnant séparément W, permettra dès lors d'en con- 
clure ensuite successivement, d'abord U et V par les équations 
précédentes (9), puis de ces trois valeurs, celle de u elle-même 
à l'aide de l'expression (8), chacune des quadratures y étant sup- 
posée effectuée au préalable, en y traitant U et Y comme des 
constantes. 

3* Intégrale générale. — Cette dernière enfin s'obtiendra en 
se donnant de même arbitraii*ement Tune des trois quantités 
U, V, W en fonction des deux autres , par exemple en posant 
W = «3^ (U, V), et déterminant alors U et V en X, fx, v, à l'aide 
des deux équations, calculées dans cette hypothèse, ^ = et 

du 



dV 



: 0, ou 



Du Du dW ^ liu Dm rfW 



<*') ÏÏJ-^mdû^^' ^"-^dv^^^' 
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c'est-à-dire, en agissant con)me tout à Thcure, et séparant en 
deux membres, par le moyen des deux équations simultanées 

>dk /' jxd/u, r vdv . da^ 

l//'(A)(A*^UA-l-VJ J l//'(/.)(^^-UA^-f-V) J l//'(v)(v^-4-Ui/-f-V) «U 

12) / 

s — 4rf. — > 






puis, déduisant des deux valeurs ainsi obtenues pour U et V 
celle de W au moyen de Thypothèse admise W = '^^^ (U, V), et 
enfin reportant de nouveau, pour avoir eelle de ti, ces trois valeurs 
dans l'expression de la solution complète (8), après y avoir encore 
effectué préalablement chacune des quadratures en y regardant 
U et V comme des constantes. 

Voyons maintenant ce que deviendront chacune de ces inté- 
grales, ainsi fournies par l'expression (8) pour chacune des 
trois coordonnées x, 1/, jj, par la condition de vérifier ensuite 
simultanément les trois équations figurées synthétiquement par 
le second type (5), c'est-à-dire le groupe de droite du système 
proposé (134"') du Chapitre V. 

Si chaque coordonnée u n'était astreinte è satisfaire qu'à la 
seule équation du premier ordre (4), les fonctions /i et {^ dans un 
cas, ou <S^ dans l'autre, c'est-à-dire U et V ou bien W, demeurant 
alors complètement arbitraires, pour obtenir une solution quel- 
conque, soit à l'aide de l'intégrale semi-singulière, soit à l'aide 
de l'intégrale générale, il faudrait nécessairement commencer par 
se donner arbitrairement l'une ou les autres de ces fonctions, 
selon le cas, et l'on en déduirait alors, ainsi que nous venons de 
l'expliquer, les expressions en )., p, v, soit de W par la seule équa- 
tion (10) pour l'intégrale semi-singulière, soit de U et V par les 
deux équations simultanées (12) pour l'intégrale générale. Mais, 
dans la question actuelle, en raison de la présence, en §us des 
trois équations isolées (4), des trois autres équations simulta- 
nées (5), il n'en va plus plus ainsi, et la série des opérations ana- 

v 
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lytiqiies à accomplir pour obtenir une solution s'imposera, comme 
on va le voir, précisément en ordre inverse. 

Dans la question présente, en effet, les trois coordonnées u 
devant vérifier, non plus seulement isolément les trois équations 
du premier type (4), mais encore simultanément les trois autres 
du second type (S), chaque coordonnée u devra donc vérifier 
de nouveau, encore isolément, les trois équations du second 
ordre de Lamé (159) du chapitre V, qui sont une conséquence 
différentielle des six équations précitées, ainsi que nous Tavons 
établi au début de ce même Chapitre (pp. 347-551). Or, ces trois 
équations du second ordre déterminant complètement en l, ij., v, 
avec deux constantes arbitraires seulement, comme nous le 
verrons tout à Theure, les valeurs des indéterminées U et V pour 
chaque coordonnée u en particulier, à l'inverse de ce que nous 
venons de dire à Pinstant, ce sera au contraire forcément la 
fonction W qui résultera, par les équations (12) ou (9), selon 
que la solution sera fournie par l'intégrale générale ou semi- 
singulière, des valeurs ainsi imposées à l'avance aux deux 
fonctions U et V par les trois équations de Lamé, que nous 
venons de rappeler. 

En effet, si nous représentons encore, comme dans notre 
Chapitre V, par A, M, N, les trois dérivées de ti, c'est-à-dire si 
nous faisons de nouveau 

.du ,, du ^^ du 

(15) A=— > M = --, N=— , 

dx dfi dv 

nous aurons alors entre ces trois quantités A, M, N, non seule- 
ment l'équation en termes finis 

(1 4) {f. - .) /'(X) A^ + (. - A) /•(^) W 4- (A - A*) r(v) N^ == - ^.' 

qui n'est autre chose que l'équation aux dérivées partielles pro- 
posée (4), transcrite avec ces nouvelles notations; mais encore, 
en particulier, les six relations différentielles du premier ordre, 
qui forment la dernière ligne de notre système (116) dudit 



k. 



Chapitre, savoir 
„_ dM 



(16) 
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A — N du (/A . M — A 



■2(v — A) dx dfjL 2(A — A^) 



et qui ne sont de même que les trois équations (159) de Lamé, 
considérées à la fois sous la double forme dont elles deviennent 
susceptibles avec ce même système de notation. 

Gela posé, si nous récrivons les deux premières, par exemple, 
en les séparant, ainsi qu'il suit 

//N ___ N — M dM _ M — N 

puis que nous les multiplions alors respectivement par 2N et 
2M, et que nous agissions de même pour les quatre autres 
équations précédentes (18), elles s'offriront dès lors à nous sous 
la forme 

rf . N* __ N (N — M) rf . A' _ A f A — N) 

dfx, fx, — V dv V — A 

d.W ]VI(M— N) rf.N* N(N-~A) 
== ■ ■ ■ > = ■ » 

dv V fX. (/a a V dfX. fJL — 

D^aulre part, d'après la théorie de Lagrange que nous avons 
appliquée, les dérivées de la fonction inconnue w, propres, soit 
à rintégrale générale, soit à l'intégrale semi-singulière, auront 
la même expression que celles fournies par l'intégrale complète, 
à la seule condition d'y considérer U et V, non plus comme des 
constantes, mais comme des fonctions de \ p, v, satisfaisant aux 
équations (12), ou (10) et (9), selon le cas, c'est-à-dire que les 
expressions des dérivées A, M, N se confondront dans cette 
hypothèse avec les expressions (6**'') ou (7), que nous allons en 
conséquence récrire ici en leur attribuant désormais le sens 
précis qui vient d'être spécifié à l'instant : 



d.W 


M (M —A) 


dx 


X — IA. 


«Z.A' 


AfA — M) 
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(18) 



(19) 



Dès lors, les expressions de leurs carrés, savoir 



A'=-= 



i A'+ UA -f V 



M' 



i /*'-*- Ua -+- V 



4d' /-(A) •■ irf- /•(/.) 

donnant par la différentiation respeclivemenl les valeurs 



N'= — - 

id* f{y) 



d.A' 
dfi 

d.A' 
d/ 



du dV 



dU dV 



1 


d/u 


d/t 


4d' 


r(*) 




1 


du 

dy 


dV 
dx 



id* 



r(*) 



d.M' 
"dT' 

d.M» 
dA ' 



1 


''d;" 


dv 


id" 


/■(a) 




i 


du 

"dl"*- 


dV 

dA 



d\] dV 
i dx dx 



dA 


4d' 


/•w 




d.N' 


1 


dU 


dV 

dfC 



4rf* 



Aa*) 



dA^ 4d* /*(y) 



la simple comparaison des valeurs des mêmes dérivées, em- 
pruntées successivement à ces deux tableaux (16) et (19), qui 
les fournissent Tun et Tautre présentées seulement dans un 
ordre différent, établira immédiatement entre les six dérivées de 
U et de V les six relations linéaires : 



du dV 

A(A-M) ^TfL'^T^ 



du dV 
A(A— N) ^rf7 "*""*; 



(20) 



M- A 4d*./-(A) ■ 


>■— A 4d*./(A) 


du dV 

M{M-N) ^dy'*'dy 


dV d\ 
M(M— A) ''dÂ"*"dÂ 
A-^ M'.fiM) 


du dV 

N{N-A) "dA "*" dx 


du dV 
N(N — M) ''dK'*"dÂ 



A — V 



4d*./(v) 



A« — V 



4d^.r(.) 



Et, dès lors, il suffira évidemment de rapprocher simplement, 
parmi ces équations, les deux qui contiennent dans leurs 
seconds membres les mêmes dérivées de U et V, par exemple 
les deux suivantes, dont nous renversons les deux membres, 
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'^^ «'V .^., . M (M -A) 

(21) ( 

dV dV N(N-A) 

dx dx ' x—v 

pour pouvoir en tirer isolément les expressions des deux déri- 
vées J7 el |j en l, (i, v, A, M, N, savoir 

«'U . , (>-— x)nrfM(M— A) -f- (A— m)/"MN(N— A) 

=3 4tt^. 9 

dx (^ — v){v~X)(A— ^) 

f/A * ' (^-.v)(v — X)(A— /^) 

et de même pour les quatre autres dérivées de U et V. 

Pour faciliter récriture de ces valeurs nous ferons, en tenant 
compte de la définition (3), 

4ri' 4rf' 

(A,=— (a*— ^)A>^)A(A->M), (D=— (^-v)/'(A)A(A— N), 

(22) j oi,=,_(,->.)/'(^)M(M-N), £=-|-(v-A)nA*)M(M~A), 

e = — (A-A.)Av)N(N-A), ^=— (A-/.)rMN(N-M), 

et alors, eu égard à la permutation évidente de ces deux séries 
de quantités, il est manifeste que les six équations (20) four- 
niront, en opérant comme nous venons de le faire pour les deux 
précédentes (21), les six valeurs 

dx dfji dv 

d\ dV ^ dV 

> ttA a/x dv 

Or, ainsi que nous lavons déjà dit à Toccasion de notre pre- 



(23) 



(24) 
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mière méthode^ ce résultat équivaut à dire que les deux fonctions 
inconnues U et V sont astreintes à vérifier le système des deux 
équations différentielles totales 

du = ( S H- £ ) <^A .*. ( 4, -4- .^ ) d^ + ( llb + (D ) f/v, 
dW = — (/uC ■+- vO) dx — {vA ^ xfjdfi — (Ajfij -♦- /u(0) dy, 

les symboles <A>, US, G, (D, £, ^ désignant pour abréger les 
expressions (22), dans lesquelles A, M, N, et © représentent 
eux-mêmes les précédentes (17) et (3). 

Pour qu'il puisse exister une solution du problème, il faudra 
donc tout d'abord que ce dernier système soit encore complète- 
ment inlégrable, et, dès lors, en supposant cette condition rem- 
plie, les deux fonctions U et V relatives à chaque coordonnée u 
se trouveront déterminées, comme nous l'avions annoncé, avec 
deux constantes arbitraires, c'est-à-dire qu'on les obtiendra, par 
l'intégration de ce système, sous la forme de deux expressions 
telles que 

(25) U = F, [X, /., ., C„ C) , V = F, (A, ^, ., C. , C) . 

Les valeurs ainsi imposées à l'avance aux deux, fonctions 
U et V élant supposées acquises de cette façon, voyons mainte- 
nant s'il sera toujours possible, avec les mêmes expressions (25) 
correspondantes respectivement à chacune des trois coordonnées 
rectilignes, d'obtenir, par le moyen de la formule (8), une expres- 
sion de u qui soit une solution de l'équation (4), c'est-à-dire, en 
d'autres termes, de trouver une troisième fonction W = ^ (U, V) 
qui vérifie conjointement avec elles les deux équations (11) ou 
(12); car rien ne garantit à l'avance que les six équations (4) 
et (5) soient compatibles, c'est-à-dire qu'il soit possible de trou*- 
ver des expressions de ac, t/, z en i, ij., v, vérifiant à la fois ces 
six équations. 

11 convient pour cela d'examiner séparément l'hypothèse où 
la solution cherchée pour u sera fournie par l'intégrale semi- 
singulière, et celle où elle sera procurée par l'intégrale gêné 
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raie, hypothèses qui sont les deux seules possibles, puisque nous 
avons vu qu'il ne pouvait exister de solution singulière des 
équations aux dérivées partielles du type (4). 

A. Pour le cas de Tintégrale semi-singulière d'abord, dans 
lequel la troisième fonction inconnue W sera déterminée algé- 
briqmment, aVons-nous dit, par la seule équation (10), les 
quadratures y étant supposées effectuées au préalable en y 
traitant W comme une constante, trois conditions devront être 
successivement remplies, pour que cette intégrale puisse fournir 
une solution du problème, conditions dont on aperçoit aisément 
la nécessité à Taide des considérations suivantes. 

1** Dans celte hypothèse, à la vérité, il sera bien toujours 
possible, en théorie du moins (c'est-à-dire sauf les diilicultés 
propres à la résolution algébrique), pour une forme déterminée 
de, l'une des deux fonctions /ij ou /^, de calculer, en partant des 
expressions déjà acquises (28) de U et V, à l'aide de l'équation 
correspondante (9), une valeur corrélative pour la troisième 
inconnue W, mais il est bien facile de voir qu'alors, eu égard 
auxdiies valeurs (2S) de U et V, ni l'une ni Tautre de ces deux 
fonctions /i et /"j ne pourra plus être arbitraire. 

En effet, le^ hypothèses (9) relatives à ce cas, qui donnent par 
la différentialion 

</U =f\ (W) r/W, d\ = /•; (W) rfW , 

pouvant évidemment toujours, en résolvant la première de ces 
mêmes équations par rapport àW, et substituant ensuite dans la 
seconde, être présentées sous cette autre forme complètement 
équivalente , 

(26) W = ^,(Uj, V=F(U), 

qui donnera de même par la différentiation, conjointement avec 
les résultats précédents, 

(27) ^:(U) = -=— , r(C) = - = ;-^. 



(29) 
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et 

dV (jlV d\ 

d\ dfA dv 

'Iv^^^^'dU "*^'^^)' 

d\ dfA dv 

on voir, par Tégalilé de ces trois derniers rapports, qu'il faudra, 
en premier lieu, que les valeurs (25) trouvées pour U et V 
vérifient deux quelconques des trois égalités, équivalentes aux 
précédentes, 

(28) l^iHllUo £iM!. = o ^iMl^n. 

D(^,.) ' D(.,A) ^ D(A,^) 

ei, en supposant cette condition remplie, il est bier\ clair que, 
dans la seconde équation (26), U et V étant les fonctions déter- 
minées (25), la fonction F sera, elle aussi, une fonction com- 
plètement déterminée. 

2** Cela posé, si nous récrivons à présent l'équation (10), 
qui, d'après la théorie relative à ce cas, doit nous donner égale- 
nrient l'inconnue W, en faisant passer le dernier terme dans le 
second membre, et la divisant alors par f\ (W), ainsi qu'il suit 

Z'WW) ^, /;(W) 






dfji 



1 



-/ 



r/y= — 4d. 



n(W)' 



il est clair qu'en ayant égard aux égalités (9), (26), et (27), 
cette dernière équation équivaudra dès lors à la suivante : 

' r ^-'^•(") ,,^r ^-»^<"j a. 

J l//-(A)[x*+AU+F(e)J J ^^/»[A.' + /.U-.-F(D)] 
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Par conséquent, il faudra, comme seconde condition néecs- 
saire, que le premier membre de cette dernière équation, qui se 
présentera, une fois les quadratures effectuées, sous la forme 
d'une fonction déterminée de i, |^, v, et U, puisse être réduit à 
Taide des équations (25) et (26), c'est-à-dire simplement à Taide 
des deux suivantes 

U = F, (A, A^, V, C„ C,), F (U) = F, (A, iM, V, C, C), 

à une. autre fonction déterminée de U seulement, à lexclusion 
de \ fx, V, auquel cas cette même équation (29) déterminera 
évidemment, par simple quadrature, sauf une constante additive, 
la fonction ^^ ou W. Et dès lors, les deux équations (26) étant 
ainsi déterminées, il est clair que les équations équivalentes (9), 
c'e$t-à-dire les fonctions inverses ^ et [2 se trouveront bien éga- 
lement déterminées avec une constante arbitraire, ce qui justifie 
pleinement, pour ce cas déjà, les circonstances que nous avons 
annoncées un peu plus haut (1% p. 53 et p. 48). 

3^ Gela fait, enfin, il faudra, comme troisième condition néces- 
saire, que les expressions obtenues de cette façon pour les fonc- 
tions /"i et [2 étant reportées dans l'équation (28*""), on puisse 
en déduire alors algébriquement une valeur de W en \ 11, v con- 
cordant exactement avec la première (26), U étant l'expression 
(25), et ^i la fonction déduite par quadrature de l'équation 
(29), ainsi que nous venons de l'expliquer. 

Ces trois conditions étant ainsi reconnues nécessaires, voyons 
maintenant si elles sont compatibles avec les données ou les 
résultats déjà acquis dans la question. 

Si nous calculons à cet effet le premier des trois déterminants 
fonctionnels (28), à l'aide des expressions (23), qui sont par 
hypothèse celles des dérivées de U et V, [puisqu'on suppose 
expressément ces expressions obtenues par l'intégration du 
système d'équations différentielles totales (24), qui est complète- 
ment équivalent à ces mêmes égalités (23)], nous trouverons 
successivement, en réduisant, puis ayant égard aux défini- 
tions (22), et récrivant enfin chaque terme de façon à mettre en 
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évidence la symétrie du résultat, 

D(U,V) dVdW dUrfV 
'D(fi, y) dfji dv dv d/tx, 

= - [(oil> + ^) (A.lb -4- iu(Q) — ( }R}+ (0) (vcH, -♦- A<^)] 

— (vcikUÎ) -4- ;/cRdX) -«- Ac^lH> -+- Ac^ÛE))] 
= — [(a^ — y) GJl>a)— (y — A) cA>lfi> — (A — ;c.) CO(^J 

-(v-~A).(^-.)/^(A)A(A-M).(v-A)/"(^)M(M->N) 
-(A-^) (^-.)/"(A)A(A-N).(A-^)/'(v)N(N-M)] 
= -(-^j(A^-^)rWA[(^~v)7WA(A-M)(A-N) 
-i-(v— A)Y(A.)M(M-N)(M-A)^(A— ^)Y(v)N(N-A)(N-M)]. 

Si donc nous convenons de désigner par û le facteur entre 
crochets, c'est-à-dire la quantité symétrique en >, ii, v d'une 
part, et A, M, N de l'autre, 

( ù^(fi-vy f{x) A (A — M) (A— N) -+-(!/— A)* fifi) M (M— N) (M - A) 
I -+-(A-A*)7(v) N (N-A)(N-M), 

on voit ainsi que les trois déterminants fonctionnels (28) auront 
respectivement pour expressions 



D{U,V) 



(3i) 



D(/c., .) 



fAd^Y . ^ Ï)(U,V) /4fn* 

(-) (.-.)f(x)A.Q. 5i;;^^ = -(^) (.-)A^)«. û, 



Et par conséquent, d'après ce que nous venons d'expliquer, 
la première des trois conditions nécessaires pour que Texpres- 
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sion cherchée de u soit fournie par une intégrale semî-singu* 
lière de Téquation (4), sera que les trois dérivées A, M, N, qui 
sont déjà astreintes par hypothèse à vérifier les six relations 
différentielles du premier ordre (15) et Téquation en termes 
finis (14'), vérifient de plus la seconde équation en termes finis 
û = 0,.û désignant l'expression (30), dans laquelle il n'entre 
non plus aucune constante arbitraire. 

Or, il est bien facile de reconnaître q\rune semblable condi- 
tion est impossible, et nous serons dispensés, dès lors, de nous 
préoccuper des deux autres (*). 



(*) Il peut venir à l'esprit du Lecteur, au premier abord, que ce simple résultat démontre 
déjà l'impossibilité d'une solution du problème engendrée par l'intégrale semi-singulière 
de l'équation (4), par le seul fait que celte équation ^ = 0, lorsqu'on y aura remis pour 
A, M,N leurs valeurs (17), sera alors de la forme F (U, V, >, jt, v) = 0, tandis que, d'après 
l'hypothèse (26) ou (9) relative à ce cas, il ne doit exister entre U et V qu'une relation de 
la forme/ (U, V) = 0. Mais cette seule raison ne suflSt point à décider la question, car rien 
ne prouve, avant d'avoir effectué en réalité la substitution que nous venons de dire, qu'après 
développement et réduction, les variables >, /a, v ne disparaitront pas du résultat; ou, 
même en supposant que cette circonstance ne se produise pas, parce qu'il pourrait fort 
bien arriver que la forme de celle fonction F fût telle, que l'on put éliminer à la fois 
les trois variables ;, y«, v entre les deux équations (25) et cette équation F = ou û ==0, 
et la ramener de la sorte à la forme exigée /"(U, V) = : circonstance qui se réalise pré- 
cisément, comme nous le verrons tout à l'heure, séparément pour chacune des deux 
équations (12) ou (32) ci -après, relatives à l'hypothèse suivante d'une solution du problème 
issue de l'intégrale générale de l'équation (4). 

D'autre part, si l'on représente par Wi le premier membre de l'équation (29), qui doit 
forcément, suivant ce que nous avons expliqué, se réduire à une fonction dé la seule 
variable U, il est clair que l'on aura de même, relativement à cette nouvelle fonction Wj, 
les trois conditions 

D(.«,v) ' D(v,>) ' \)(\^) 

et, si l'on calcule encore ces trois déterminants fonctionnels, on trouvera, en suivant la 
même voie, et à laide des procédés que nous employons dans l'article B ci-après, relatif 
à l'intégrale générale, pour le calcul d'un déterminant analogue à trois variables, les trois 
valeurs 

D(U,W^) 1 (/*--v)Û, DiU,Wj) 1 (v->)Ûi 



D(/*, y) M. S M/(^).N/(v)' D(v,>) ""2rf.e N/^(v).A/"(>)' 

i)(U,Wt) 1 0— ^)xi> 

D(>,^) ^Më AA».M/-(/*)' 
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En effely si Ton joint aux iiuil équations que nous venons de 
spécifier les six nouvelles équations obtenues par la différentia- 
lion en 2, fjL, y de ces deux équations en termes finis, on voit qu'il 
existera alors quatorze équations distinctes entre les trois déri- 
vées A, M, N et leurs dérivées premières, quantités dont !<* 
nombre est par conséquent de 3 (1 + 3) «=» 3.4 =» 12. Il en résul- 
tera donc, par Télimination desdites quantités entre les équa- 
tions en question, deux relations entre les variables indépen- 
dantes i, fx. V et les constantes données a*, b^^ c', rf-, mais sans 
constantes arbitraires, dont on puisse disposer pour procurer la 
vérification desdites équations, quelles que soient les variables 
\ Uy y. Or, ces variables constituant par hypothèse un système 
de coordonnées, une semblable condition est évidemment 
impossible, à moins que les deux relations ainsi obtenues ne 
soient effectivement de simples identités, circonstance qui n*a 
pas lieu dans lespèce, ainsi qu'il est aisé de s'en assurer, sans 
qu'il soit besoin pour cela de les calculer intégralement (*). 



ûi étant cette fois la quantité 

û, = [i + F'(lJ)]/-(f^)A>)(M-N)MN + [/=.+ F'(U)]/(v)/a)(X-A)>-A 

Par conséquent, la seconde des conditions sus-indiquées équivaut de nouveau à 
astreindre les quantités A, M, N à vérifier, en outre, des équations déjà spécifiées, la 
nouvelle équation Q.^ ^ 0. 

Mais cette équation, à la différence de la précédente £1 == 0, renfermant en plus la fonc- 
tion U, sa considération ne faciliterait en rien la mise en lumière de la conséquence 
à laquelle nous nous proposons d'arriver tout à l'heure, à savoir l'incompatibilité de ces 
nouvelles conditions avec les données antérieures de la question. C'est pourquoi nous ne 
jugeons pas utile de la calculer, ni même d'en faire mention dans le texte. 

n Parmi les quatorze équations que nous venons de spécifier, les trois à provenir de la 
différentiation en A, fi, v de l'équation (14) ont déjà été calculées par nous dans notre 
Chapitre V, car ce sont précisément celles-là mêmes qui nous ont fourni, avec l'aide des 
trois équations de Lamé, Texpression des trois dérivées quadratiques de u, lesquelles 
n'entraient pas dans les dites équations de Lamé, ou, ce qui est la même chose, Texpres- 
sion des trois dérivées ^ , J^ , ^ . L'ensemble de ces trois équations et de celles de 
Lamé n'est donc autre chose que le groupe (H6) de notre Chapitre V. Reproduisant dès 
lors ici ces mêmes équations, en ayant soin de chasser tons les dénominateurs, afin de 
n'avoir à considérer dans ce calcul que des expressions entières^ et n'écrivant intégrale- 
ment que celles-là seules dont nous allons avoir à faire usage, les quatorze équations 
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La solution cherchée ne pourra donc, en aucun cas, être 
fournie par une intégrale semi- singulière de Téquation aux 
dérivées partielles envisagée (4). 



entre lesquelles devra être opérée réiimination mentionnée ci-dessus seront donc ainsi : 
{a) (/*- v)/-(>) A«-^ (v - »/(/*) M« -+-(>-^t)/-(v)N»= - ^, 



(6) 



(r) 



ae/a)!^ = [;..] A + ..., 2/e(^)^ = [...]M-»-.... 
( 2e/-(v) — = [(>-/.)U+/«-2v)Av)-e/"(v)]N+c«-,)V(i)A -(«-DVWM, 

,diN ,dM dA dN 

2(M-v)— = 2(f.-v)— = N-M, 2(v-l) — =2(v-))— =A-N, 
a/i d-j dv dX 

du dA 

2(X-^)— = 2(1-/.)— =M-A, 
OA a/A 

dû ^ d.a ^ dû 

{,) û = 0. - = 0. -=0. _=0. 

Cela posé, le calcul d'élimination des douze quantités sus-indiquées entre ces quatorze 
équations serait sans doute extrêmement laborieux, et peut-être même pratiquement 
inabordable, en raison de la complication des trois dernières de ces équations, à savoir 
celles provenant de la différentiation de l'expression a (30), dont chacun des trois termes 
est composé de cinq facteurs variables. Mais heureusement il n'est pas nécessaire, pour 
avoir l'assurance que les deux équations finales en question, entre les coordonnées >,/a, v 
seules, ne sont pas identiques, d'avoir formé ces équations elles-mêmes intégralement, 
c'est-à-dire en laissant toutes les quantités qui y figurent complètement indéterminées. 
Car si ces équations sont bien effectivement identiques, cette identité se maintiendra 
évidemment pour toutes les valeurs possibles des variables a, (t, v ou des constantes 
a<, d*, c\ et par conséquent il suffit simplement de s'assurer que, pour un système parti- 
culier de ces quantités choisi à volonté, cette identité n'a pas lieu, ou, ce qui revient au 
même, que les quatorze équations précédentes ne pourront être vérifiées à la fois, sans 
qu'on soit obligé pour cela d'établir des relations inadmissibles entre ces mêmes variables. 

C'est à quoi nous arriverons assez facilement en prenant, par exemple, a* » 0, 6* — 0, 
c< =r 0, V s 0, et laissant les deux autres variables ^ et (t d'ailleurs complètement 
arbitraires, hypothèse qui, étant introduite dans les définitions (71) du Chapitre IV, (3) et 
(30) de cette Note, nous donnera les valeurs très simplifiée» : 

(6) /{v) = o, r(v)=^o, A>) = >': /W = ^", eo = -V(>~/t*), 

Û, = /*«>»Ao (Ao - Mo) ( Ao - No) •+ XV'Mo (Mo - No) (M. - K) 
(»?) < =^VMAo-Mo)[>Ao(Ao~No)-/*M„(M„-No)] 

( = /V.«(Ao - Mo)[) a; - /xMj - No OAo - /*Mo^]. 



eo 



B. Reste donc rintégrale générale qui seule pourra fournir 
Texpression demandée de ». Pour cette solution, au contraire, 
aucune condition ne sera imposée à Tavance aux valeurs des 



En «Aet. considéroQS eo particolier b dernière des équations xo, qoi sera, étant écrite 
a l'aide des symboles différentiels déjà employés un pen plus haut, 

(ta Dû ;>û d\ Dû dM Jû rfX 

— = 1 1 1 =0, 

rf> Ov ^A d» DM dv DN dv 

ei f<»urT;à.^vir consè'^ueiit^éuni muliip!iée par "i^f y , et en ayant égard à la définition 3 
de B« être présentée sous la forme 

[>û :)Û d\ Où ;>M"| 

ie H-.^_>,,;_« — .e^, — i) —-l-C- -i.U-;r'— .2(;c-v)-- 

J> w'.V rfv JM dvj 

Dû dX 

En jya-^: ji.or> ei:*rvî .tus deux gnHipes .y et 6 , la même équation deviendra 

r v^û Dû :û I 

;• .^ ie ^ V.X - >) ,i — a. . ( V — N» -I- .V — 1; (i— m\ . ^X - M) 1 

L ^^ "^-^ DM J 

"*"^l ^^*'~* *-*-*—-•' / -^-^/' -ïîX^-t^-v V il V-.>— i */.a)M 1=0. 

H >virrv .ir> .>r^ èîre ccr*:e. sou> forme abrège*-, ainsi qu il >ui: : 

H «{ k rui:> v»uiL^î 03 \oit de> e\pr>L-s*iivas entières par rai-j^r. a tooies les quan'itês, 
i*r*4:C*> vc cxvssSAUtcs^ q;ii } en*jrerv>at. 

Cd ^^s<, i-;rv»:«;>:.is a prt-se^:. dâas îoutes u^s èquiù..«s en aicc^ :eœj 5^ I bjj^>- 
•±fd:^e s.<v:ie»: :c<;: a I i;;ire. Ce:;e der-iere 6 de^ituura î:-u: Cii:<r>i, r* e^ar.i aux 

C»T. i. JQL *, A. M. X tU-*., jvàr tiri-...«^a des *ar.i:lf> i::oUpe::i*i:e&. i«la:;^emen: a 
*i i_;rr«:::;ii::c «i \ 1 <i;nf&j;:s ^ ce û^ à>n::<r4 

*■: r^r s^-:^. ir rfÇ':»r-i:i: «:.< i*".e~r. ;e;ii.^jk^ ;rev'eie-:e iei:€:iJri 
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TooctioDS U et V, en sus des équations (23) ou (24) qui les déter- 
minent, ainsi qu'iîen était tout à Theure pourTinlégrale semi-sin- 
gutiére, mais dans ce cas, la fonction inconnue W n'étant plus 



Semblablementy l'équation (a) se réduira alors à ia suivante 

4a" 
c'est-à-dire, eu éfçard à la valeur (e) de Bq , 

En simplifiant donc ces deux équations, et joignant aux deux dernières {y) prises 
pour la même hypothèse, on voit ainsi que les deux quantités Aq et Mo devront satisfaire 
en particulier aux quatre équations : 

(Ç) (A.-M,)(i\.-/.M.)«=o, >'a;-;.«m; = — ()-/.), 

Or, la première ne peut être vérifiée qu'en faisant : soit 
A) i\o — Mo = 0, ou Ao = Mo, 

auquel cas la seconde, se réduisant à 

exigerait elle-même, pour être satisfaite, que l'on ait ou bien 

a) / — /» = 0, 

ou bien 



4d* 



• -2d|/^ 



lesquelles hypothèses, étant introduites dans les deux équations (t), les réduirait elles- 
mêmes à 

2(À-,«).^(i+;.)~"'=0; 

soit 

B) Uo~/«Mo=:0, OU Uo=/*Mo 

ce qui réduirait de nouveau la seconde équation (Q à a — /a » 0. 

Les quatre équations (Ç) et (0 ne pouvant ainsi être vérifiées simultanément qu'en 
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fournie immédiatement elle-même, mais seulement ses deux 
dérivées en U et V par les deux équations (là), l'on aperçoit de 
suite que pour pouvoir arriver par ce moyen à Texpression de la 
fonction W elle-même, il faudra que deux conditions se trouvent 
successivement remplies, savoir: 

1° Que lorsque Ton aura, dans ces équations (12), effectué 
les quadratures en traitant U et V comme des constantes, les 
premiers membres de ces équations, qui seront alors des fonc- 
tions de >, fx, V, U, et V, soient tels que Ton puisse éliminer les 
trois variables i, |^, v, séparément entre chacune d'elles et les 
deux équations antérieurement acquises(25), auquel cas ces deux 
premiers membres se transformeront l'un et l'autre, par cette 
élimination, en une fonction des deux seules variables U et V, à 
l'exclusion de i, fx, v. 

^ Que les deux fonctions de U et V ainsi obtenues réalisent 
alors la condition d'intégrabilité, auquel cas, en vertu des deux 
équations considérées (12), elles représenteront, à un même 
facteur constant près, les deux dérivées partielles en U et V de 
la fonction inconnue W, et dès lors l'expression cherchée de 
cette fonction W s'ensuivra à l'aide d'une simple quadrature. 

La légitimité, et par conséquent le succès de la méthode, 
reposant tout entière sur ces deux conditions, il est donc esssen- 
tiel, avant d'en entreprendre les calculs, de nous assurer à 
l'avance qu'elles seront bien toutes deux effectivement remplies. 

A cet effet, convenant de désigner respectivement par W2 et 
W^ les premiers membres des équations en question (12), c'est- 



établissant entre les variables indépendantes >. el /jl seules des relations inadmissibles, 
on est assuré par là que les deux équations finales, résultant de l'élimination dont il est 
question ci-dessus, ne sont pas identiques dans l'hynoihèse particulière où nous nous 
sommes placés; et, par conséquent, elles ne le sont pas non plus en laissant les 
variables A, //, v el les constantes a*, />«, c* complètement indéterminées, ce qui est 
précisément le résultat sur lequel se fonde notre conclusion relative à l'impossibilité 
d'une solution du problème fournie par l'intégrale semi singulière de l'équation aux 
dérivées partielles (4). 



I 



^.. 



(52) 



W, 
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à-dire posant, en vue de faciliter les écritures, 

rfA p dfjL 



-.r. ^± ^ r ^^ ^ f- 



1//'(a)(a*-hUa-*-V) J I//'(^)(a.«+Ua.+V) ^ |//^(v)(..»H.Uv-^V) 

AdA / " A^/K /^ yflv 

/'(A)(A'h-Ua^V) «>^ 1//'(a.)(a£*-+-Ua*-4-V) c/ 1//(v)(vVU;;hÏV)' 



nous pourrons dès lors comprendre à la fois ces deux expressions, 
pour les valeurs 1 et 2 de findice t, dans la formule synthétique, 
où p désigne Tune quelconque des trois coordonnées \ fx, v. 



(55) W, = 2/- 



p-*c/p 



et la démonstration des conditions sus-indiquées s'établira sans 
diflBcuIté, indépendamment Tune de Tautre, de la façon suivante. 

l"" Les deux expressions (52) ou (55) devenant des fonctions 
déterminées des seules variables /, /a,v, lorsque Ton y aura 
remis, après les quadratures effectuées, à la place de U et V leurs 
valeurs (25), nous continuerons, ainsi que nous Tavons fait jus- 
qu'ici, à dénoter par la caractéristique d leurs dérivées partielles 
prises dans cette hypothèse, et nous dénoterons au contraire par 
la caractéristique d les dérivées prises par rapport aux cinq 
variables \ p, v, U, et V, considérées simultanément comme 
indépendantes. Avec ces définitions, la différentiation de Tex- 
pression (55) donnera, par rapport à Tune quelconque des trois 
variables p. 



iW, 


3W, 


AM 


DW, 


dv 




DW, 






— -♦- 




..ii.. 


-1- 




rfp 


JU 


dp 


JV 


rfp 




Dp 



(54) 

en sorte que Ton aura tout d'abord 



VI 
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(55) 









rfU 


dV dW, 




( 

1 




dx dx dx 




DlCV, 


Wj 


du dV dW, 




D{i,f, 


•■') 


d/i dfi dft 
dV d\ rfW, 
du dv d-j 






dV 


d\ 


JW, d\j JW( rfV 3W, 




dx' 


dx' 


JO dx ' JV dA ' JA 




</U 


dV 


JW, du JW, dV dW, 




rf^' 


d^^' 


i^U du dV d/( 9m 




dV 


,l\ 


3W, du JW. dV JW. 




d/ 


¥/ 


>^U d-j JV dy Jy 




du 


./V 


JW^ 






dx 


dx' 


Jà 






dV 


rfV 


JW, 




^ 


du' 


*r' 


vV 






dV 


dV 


JW, 




' 


d/ 


T/ 


J» 




1 


D(C.V)dW, 

n(.u,y) iX 


DiU.V) 


JW. D(U,V) 

3i« D{A,/.) 


)W, 

J» 



Cela posé, si, poar continuer l'analogie des notations, nous 
convenons encore de représenter par R la dérivée de u par rap- 
port h p, en sorte que les trois égalités (13) et (17) soient de 
même comprises sous les formules synthétiques 



(36) 






le résulut de la différentiation en ^ de Texpression (33) pouvant 
alors être éerit, à Faide de ee système de notation. 



i37) 






VY;?)(»*-*.Ua+V) 2^/"(p)R 



65 

nous trouverons sans peine, en substituant cette expression 
prise successivement pour p = i, fi, v dans le dernier mem- 
bre des équations précédentes (35), puis ayant égard aux 
valeurs (31) déjà calculées tout è Theure à Faide des équa- 
tions (23) seulement, c'est-à-dire sans faire intervenir aucune 
considération spéciale à Thypothèse en vue de laquelle nous les 
avons obtenues, 

I>(U,V,W,) 1 rD(lJ,V) X*-* D(U,V) V-* • D(U,V) V'-* 

--— ~ == —. -— r— -+- — — 1 ■ 



rwNj 



D (A, ^, y) 2ci L D (fic, y) f(X) A D (., X) f{f,) M D (X, ^) f(y) 

d*où nous déduirons séparément, pour t == 1, et t == 2, û étant 
Texpression entière (30), les deux égalités 

D(U, V.Wi) ^^ D(U,V,WJ _^ 

qui montrent que Ton a, pour les valeurs de U et de V qui satis- 
feront aux équations (23), c'est-à-dire pour les expressions (25), 

(38) W, = <^, (U, V), W, = ^, (U, V). 

Nos deux expressions W| et Wj, ou les premiers membres de 
nos deux équations (12),sont donc bien, comme il le fallait, deux 
fonctions des deux seules variables U et V, à Texclusion de X,fit,v, 
et la première des deux conditions nécessaires se trouve ainsi 
déjà remplie. 

^ Quand bien même nous n'eussions pas établi le premier 
résultat que nous venons de démontrer à l'instant, chacune des 
fonctions W^, qui s'offrent d'après leur définition (33) sous 
l'aspect d'une fonction de X, /x, y, U, et V, pourra, en tout état de 
cause, être réduite, par le moyen des équations (25), à la forme 
d'une fonction de trois variables seulement, telle que 

(3î)) W, = <r(U,V,x), 



(42) 



(45) 
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en y remplaçant simplement, après les quadratures effectuées, 
les deux variables fx et y par leurs valeurs en fonction de U, V, 
et X, que Ton tirerait de ces équations (25), soit 

(40) ^ = /-,(U, V,A), ;' = /;(U,V,x). 

Cela posé, si par analogie avec ce que nous avons fait dans le 
numéro précédent, nous réservons de môme la caractéristique d 
pour dénoter les différentiations effectuées dans cette dernière 
hypothèse, c'est-à-dire par rapport aux seules variables indépen- 
dantes U, V, et \ et que nous indiquions encore à l'aide de la 
caractéristique ^ les dérivées prises par rapport aux cinq varia- 
hles Ij fx, V, U, et V, considérées simultanément comme indépen- 
dantes, il est clair que nous aurions eu encore, par rapport aux 
deux variables U et V en particulier, les formules, analogues à 
celle (54) envisagée tout à l'heure, 

rfW, _ DW, df^ DW; dv DW, 

. rfÛ D^T rfû "*" ~d7 dû "^^ TU" 

] <'w,_ow, rfA^ m, dv DW, 

les dérivées en qui y figurent étant, d'après les formules (37) 
et (35) du numéro précédent, 

DW, i fi'-' 0W,_ i v'-* 

"d^ "^ ^ f(fi) M ' 17"" 25 /"(y) n' 

En donnant à l'indice t, la valeur 1 dans la première des for- 
mules (41), et la valeur 2 dans la seconde, on aurait donc eu 

(/U rfv "" Dm rfu da^ rfv "*" Dy du dT 5v "*" "dû" "" W 



C7 



Or, les formules suivantes (42) donnant 

aW, 11 DW, 1 1 






=-^2/ip'^iîp-*-vr 



régalilé précédente (43) se réduit simplement à 

(44) ^-^-^==ir_L_(^^,^]^,_L^(i^^,^^^ 

^ ' rfU rfV ^dlf(fi)M\dV dSl /'MnWu c^V/J 

Les dérivées en d de p et de v qui figurent au second membre 
de cette égalité, ainsi que des précédentes, sont celles qui résul- 
teraient immédiatement de la différentiation des expressions (40) 
dont les variables indépendantes sont U, V, et X. Mais il est bien 
clair qu*il n*est pas nécessaire^ pour pouvoir les calculer, de 
posséder préalablement lesdites expressions (40) elles-mêmes, ou, 
en d'autres termes, d'avoir résolu par rapport à f* et v les équa- 
tions (25). En prenant, effectivement, dans ces dernières équa- 
tions U, V, et i pour variables indépendantes, et les différenliant 
successivement par rapport aux deux premières de ces variables, 
on forme les quatre équations 



dF, d/i d?, dv 
^ ~ d/i dH'^ dv du' 


rfF, dfi rfF, dv 
^ ~ dM rfU "*" dv rfU 


rfF, dfi rfF, dv 
^~ dfi d\'^ dv d\' 


rfFj d/i dF, dv 
^ ■" d^ dV "*" dv dV 



ou, ce qui est la même chose, en intervertissant les lignes et les 
colonnes, renversant les deux membres de chaque équation, et 
remplaçant, dans les symboles des dérivées, les fonctions F| et F,, 
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par les quantités égales U et V, les suivantes 



/ dV d/u. dV dv 

\ 7iid\]'^~di'M~^" 


dV dfc dV dv 

du d\ '^ dv d\~ ^' 


j dV du d\ dv 

\ dftdV'*' du dV~^' 


d\ du d\ dy 
dfcdv'*' dy d\ ~ ' 



et qui se décomposant dès lors, par colonnes, en deux systèmes 
linéaires, dont les inconnues et les seconds membres seuls dif- 
férent, fourniront pour ces inconnues les quatre valeurs 



d\ 




dV 




du 


dV 


dfc dy 


dy 
rfU 


rfw 


dM 
dV 


~ dy 

A 


dy dfi 


(7d°°â"' 


A ' 


dV^Â" 



le dénominateur commun A étant précisément le premier des 
déterminants fonctionnels déjà calculés (31), savoir : 

(*") ^^d^TdT-dTd^^-y^"-^)^'^^^" 

De ces valeurs ainsi calculées Ton déduira, en revenant main- 
tenant aux équations (23) qui ont servi à déterminer U et V, 
celles-ci 



[ df£ du _ i /rfV rfU\ 

dy __^ rf|^ _ i /dv dm 



ety par suite, en reportant ces valeurs dans Tégalité ci-dessus (44), 
puis ayant égard aux définitions (22) de il2> et <S^, ainsi qu'à la 
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valeur (45) de A, on trouvera définitivement 

'dû "dv" î2d.AL A/^)M "*" 7(v)N J 

(a*— v)/^(x)A.û L^ ^ ^ M ' 



2d\4dV (yu- 



du moment que nous avons reconnu, à propos de Thypothèse 
relative à l'intégrale semi-singulière, que la quantité ne pouvait 
être supposée nulle. 

Ce résultat montre que, sans qu'il soit besoin d'avoir égard au 
précédent établi sous le numéro 1°, c'est-à-dire en n'imposant à 
l'avance aucune restriction à la forme de la fonction ^ (39), les 
deux fonctions Wg et W^ rempliront toujours la condition d'inté- 
grabilité relativement aux deux variables U et V, la variable 1 
étant traitée comme une constante, circonstance qui subsistera 
dès lors évidiemment dans l'hypothèse particulière où l'on res- 
treindrait cette forme à celle des fonctions (38), qui leur appar- 
tient en réalité, d'après ce que nous avons reconnu tout à l'heure 
sous le numéro précédent. 

Il existera donc ainsi, nous en sommes assurés dès maintenant 

avant d'en faire le calcul, une certaine fonction <^(U, V), telle que 

l'on ait 

d^ d^ 

(46) W.==_ et W, = -, 

et que Ton déterminera en conséquence par la quadrature de la 
difierentielle 

(47) d<g^=WjdU-4- W,dV, 

W^ et Wj étant les fonctions (32) transformées comme nous 
l'avons expliqué; et cela fait, les équations (12), dont les premiers 
membres sont par définition précisément Wj et W|, devenant 



rf/ . dW 


d^ dW 
dV~ dV 



70 

donneront immédiatement 

(48) «/<^= — 4d.dW, ou W = — ■r^^(^. V) -4-const.. 

En reportant donc alors cette valeur dans i*intégrale com- 
plète (8), la solution cherchée se présentera définitivement sous 
la forme 



(49) 






les quantités U et V étant les expressions (25), et la fonction ^ 
celle fournie par la quadrature de la différentielle (47). 

Le Lecteur trouvera à la fin de la Note suivante un exemple 
d'application littérale de la méthode qui vient d être exposée 
pour rintégration du système formé par les six équations (4) 
et (5). 

L'analyse un peu longue que nous venons de développer offre 
cet avantage de nous amener en toute certitude à ces deux con- 
clusions importantes : 

a) Qu'il existe une solution commune à lëquation (4) et aux 
trois équations de Lamé ou, ce qui est la même chose, aux 
sept équations (14) et (15) dans lesquelles Ay M, N sont, par 
hypothèse, les dérivées de la fonction inconnue u; 

b) Que l'expression la plus générale de cette solution ne 
pourra renfermer qu'une simple constante additive, et non 
aucune fonction ou autre constante arbitraire nouvelle, en sus 
des deux constantes introduites par Texpression des inconnues 
auxiliaires U et Y : fait capital qu'aucune considération a priori 
ne permettait de prévoir en abordant le problème par cette voie, 
nous voulons dire par fintégration la plus générale de l'équation 
aux dérivées partielles du premier ordre (4). 

Mais, une fois en possession de ce résultat et les expressions 
de ces inconnues U et V étant supposées obtenues, nous pour- 
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rons à présent, pour le calcul effectif de celte solution commune u 
dont Texistence est désormais établie, substituer, à la voie assez 
longue et compliquée sur laquelle nous avons basé nos raison- 
nemenis, un procédé beaucoup plus rapide, qui devra nous 
conduire en fin de compte évidemment au même résultat, mais 
dont la légitimité n'eût été nullement évidente, si nous l'eussions 
employé de prime abord, en l'absence des considérations qui 
précèdent. 

En effet, si nous rappelons une fois de plus cette propriété 
caractéristique, découverte par Lagrange, de la solution com- 
plète d'une équation aux dérivées partielles telle que (4), con- 
sistant en ce que les expressions des dérivées de la fonction 
inconnue empruntées à l'intégrale générale se confondent avec 
les expressions correspondantes relatives à l'intégrale complète, 
à la seule condition de remplacer dans ces dernières les con- 
stantes d'intégration par certaines fonctions des variables indé- 
pendantes, à savoir celles déterminées par les deux équations 
analogues h (11) ou (12), on voit que dans le cas actuel les trois 
fonctions inconnues U, V, W étant déterminées simultanément 
par l'ensemble des équations (24), et (46) et (48), ou (12), et 
par suite les expressions (25) de U et V vérifiant, conjointement 
avec l'expression correspondante (48) de W, en particulier ces 
deux équations (12) ou (46), l'on doit considérer en conséquence 
ces mêmes expressions de U et V comme étant précisément 
celles envisagées par Lagrange dans la propriété relative à l'inté- 
grale complète que nous venons de rappeler : d'où il suit, que 
nous sommes assurés d'ores et déjà parles résultats de l'analyse 
qui précède : 

V Que les expressions (17) seront bien celles des dérivées de 
l'inconnue u correspondant à la solution la plus générale de la 
question, à la seule condition d'y remettre à la place de U et V 
les valeurs (28); 

2** Que ces mêmes expressions (17), ainsi transformées, satis- 
feront bien alors à la condition d'intégrabilité^ du moment que 
nous sommes assurés par celte même analyse de l'existence de 
cette solution u ; 

3** Que l'on obtiendra, par conséquent, ladite solution cher- 
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chée par la seule quadrature de la différentielle 

(50) du = Arfx H- Mdfi -*- Mu , 

A, M, N désignant par hypothèse ces mêmes expressions (17) 
calculées de la façon que nous venons de dire, laquelle intégra- 
tion n'introduira bien, effectivement^qu'une seule constante, sim- 
plement additive, pour chaque coordonnée rectiligne, en sus de 
celles déjà introduites par les expressions (2Î$) des inconnues U 
et V, ainsi que l'indiquait la forrpule (49), obtenuecomme résultat 
de notre théorie ci-de$sus. 

Supposons donc ces deux opérations successivement effectuées, 
et les valeurs respectives de la fonction inconnue u et de ses déri- 
vées A, M, N, obtenues de la façon que nous venons de dire. Ces 
expressions toutefois ne constitueront pas encore la solution défi- 
nitive de la question, et une troisième et dernière opération reste 
encore pour cela à accomplir. 

En effet, le problème posé primitivement consistant à déter- 
miner trois fonctions x, y, z, des coordonnées X, f/, v, satisfaisant 
simultanément aux six équations figurées par les types (1) et (2) 
ou (4) et (5), nous avons substitué, dans lanalyse qui précède, 
aux équations du second type, les trois équations du secorid 
ofdre de Lamé, qui en sont des conséquences différentielles, 
ainsi que nous le montrons au début de notre Chapitre V 
(pp. 347-351). La solution que nous supposions obtenue tout 
à l'heure est donc de nouveau plus large que celle qui convient 
proprement à la question, et il faut encore une fois restreindre 
cette solution par la condition de satisfaire au système proposé 
lui-même, c'est-à-dire, par conséquent, aux trois seules équations 
du second type (5), puisque, par la façon même dont on la sup- 
pose obtenue, cette solution satisfait déjà aux trois autres équa- 
tions du système, à savoir celles du premier type (4). 

Si, pour exprimer cette condition, nous convenons encore, 
comme dans notre Chapitre V, de distinguer par Taccentuation 
les valeurs des mêmes fonctions, correspondant successivement 
aux trois coordonnées x, y, z, les expressions (25) de U et V 
fourniront ainsi trois couples distincts analogues, dans lesquels 
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les conslanles d'intégration C^ et Cj seront seules différentes, 
. savoir 

. U' =F,(A,/.,v,c; ,c;), v = F, (a, /.,-.,(:; ,(:; ), 

(51) ) u" =F,(A,^.v,c;',c;'), V" =F,(A,/.,v,c;',r;), 

( U'"= F. (A, ^, ., Cr, C;"), V- = F^ (>., M, V, Cr, (4"), 

lesquels étant remis à la place de U et V dans les expressions 
(17) des dérivées A, M, N, donneront semblablemenl les trois 
couples de valeurs 



(52, A"=iv/T^Hi:^, »r=lv/^IË>I!l 



2(< 



'v'^-OV-H 


v 


/"(") 


^'+U"v + 


V" 


A") 


^'^.U"'v+ 


Y'" 



2ciV /-(A) 2^V /•(^) 2J.V /-(,) 

Ces préliminaires étant acquis, il faudra donc, d'après ce que 
nous venons de dire, que ces dernières valeurs étant reportées 
elles-mêmes à la place des dérivées ^, ~, dans les trois équations 
du second type (5), les vérifient, quelles que soient les variables 
/, fx, V, ou, en d'autres termes, il faudra que les trois relations 

(53) }{iuL--v)f(x)\'"A' -^(v-A)/-!^) M'"iM' -4-(A-A^)/-(v)N"'N' =0, 
( (Ax— v)/'(A)A'A" ^(v-a)Aa^)M'M" +(a— a^)/(v)N'N" -=0, 

dans lesquelles les A, M, N sont, par hypothèse, les valeurs pré- 
cédentes (52), soient satisfaites identiquement à l'aide de simples 
relations entre les constantes qui y figurent, savoir les quatre 
constantes données a*, 6^ c^ rf*, d'une part, et, d'autre part, les 
six constantes d'intégration G, introduites par les expressions (5i). 

En résumé, en suivant la méthode que nous venons d'exposer, 
deux conditions, comme dans celle développée au Chapitre V, 
seront encore nécessaires et suffisantes pour qu'il existe une solu- 
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tion du probième : 1^ que le système des deux équations diffë- 
rentielles totales (24) soit complètement întégrable; et 2" que les 
trois équations (53) puissent être vériBées identiquement, en 
disposant convenablement des six constantes C introduites par 
rintégration de ce système pour les trois coordonnées recti- 
lignes, la condition d'intégrabilité de la différentielle (50) étant 
encore forcément remplie, comme nous Pavons observé, dès que 
la première de ces deux conditions se trouve réalisée elle-même. 

En supposant ces deux conditions remplies, Tapplication de 
la présente méthode, dont nous comptons faire usage encore 
pour un autre Cas dans la Note suivante, consistera dès lors en 
fait, d'après les justifications qui précèdent, dans les quatre opé- 
rations successives que voici : 

1* Former, par le procédé de Jacobi ci-dessus rappelé, en y 
introduisant, par addition et soustraction, deux indélerminées U 
et V, une solution complète de Téquation aux dérivées par- 
tielles (1 ) ou (4), représentant, pour le Cas général, les trois 
équations de gauche du groupe (5) ou (20) du Chapitre III; 

2* Déterminer ces deux quantités U et V à l'aide du système 
d'équations différentielles totales, qui se déduit presque immé- 
diatement, ainsi que nous Pavons montré, des trois équations de 
Lamé (97) du Chapitre V [pour le Cas général, le système 
ci-dessus (24)] ; 

3" Déterminer ensuite Texpression générale de t* par la simple 
quadrature de la différentielle (SO), qui est alors nécessairement 
une différentielle exacte; 

4* Calculer enfin les relations entre les six constantes d'inté- 
gration auxquelles devront se réduire, à l'aide des résultats déjà 
acquis, les trois équations (2) ou (ÎJ), représentant les trois équa- 
tions de droite du système proposé (S) ou (20) du Chapitre III. 

A)ant ainsi exposé et justifié complètement et rigoureuse- 
ment (*), croyons-nous, la méthode que nous proposons à nou- 



*) Celle méthode étant ainsi formalée, quant à ia pratique, dans les quatre opérations 
que nous venons de dire, il apparaîtra peat-ètre au Lecteur que nous eussions pu dès lors 
faire l'économie de la plus grande partie de ce premier paragraphe, et notamment de 
toutes les considérations fondées sur la théorie de l'intégration des équations aux dérivées 
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vcâii dans cette Note pour le problème spécial qui fait déjà 
l'objet du Chapitre V, l'on pourra s'en servir de deux façons 
différentes, suivant que Ton tiendra à rester sur le terrain pure- 



partielles du premier ordre, en nous bornant simplement, pour tenir lieu de l'opération 4», 
à vérifier l'équation (4) ou (14) à l'aide d'expressions de A, M, N convenablement choisies, 
sous la condition de renfermer deux indéterminées U et Y (par exemple, pour le Cas 
général, les expressions (17), qui s'offrent pour ainsi dire d'elles-mêmes à l'esprit), sauf 
à ne poursuivre ensuite, bien entendu, l'application de la méthode par l'opération 3° que 
si cette opération était trouvée praticable : ce qui équivaudrait dès lors à ajouter une 
nouvelle condition nécessaire, distincte des deux autres spécifiées ci-dessus, à savoir 
l'inlégrabilité de la différentielle d« (50), pour les expressions de A, M, N adoptées comme 
point de départ avec les valeurs des fonctions U et V déterminées par l'opération pré- 
cédente 2o. 

Mais, pour peu qu'il y réfléchisse quelques instants, le Lecteur reconnaîtra bien vite, 
que si une telle méthode eût bien été sufiSsante à la vérité pour procurer une solution 
(en supposant les diverses conditions successivement énumérées, toutes remplies à la 
fois) l'on n'eut été assuré en aucune façon, en suivant cette voie, d'avoir bien embrassé la 
totalité de la solution, attendu qu'il existe une infinité de manières de satisfaire à l'équa- 
tion proposée (14) avec des valeurs de A, M, N renfermant deux indéterminées U et Y. 
Ainsi, par exemple, on y satisferait également, pour le Cas général, à l'aide des 
expressions 

1 ^v-+-(/* ^v)U-4-V ^^ 1 v>-f-(v-t-5i)U-f-V 1 V-H(>-4-^)U-»-V 



M*=— r---- , N» 



4d* f(X) Afl^ /•(/*) 4r/« /"(v) 

qui sont, comme les précédentes, linéaires en U et Y, ou bien à l'aide de fonctions du 
second degré telles que 

^^^■è; [Mfi^^ ) x>-^Atv-f->u«+/^-4- v)v« { -^ 2 j fv->)/-(^)-p-^)/-(v) j uv], 

ou 

M'- ^[/-v»)/-.») I ^•+vi-t-^U«-i-{v+)i)V* j + 2 j (i_/.)/'(,)_(;.-v)A(i) î UV]. 

N'=^,[/'(i)/'0') ) v«-f.i;.-t-vU« + (i-»-,.)V»{ H-2 ((«-vj/'U)- («-!)/■ W ( UV], 

ou encore, soit avec les expressions que nous venons d'indiquer, soit même avec la forme 
d'expressions primitivement considérées (18); en prenant pour (J et V dans lesdites 
expressions des fonctions indéterminées de >, p., v, et u, et non plus des seules variables 
indépendantes >, ^, v. Dans chacune de ces différentes hypothèses, la forme du système 
d'équations différentielles totales auquel on serait conduit de la même façon différerait 
notablement de celle du système (24) rencontré dans la théorie ci-dessus, et pour la 
dernière, en outre, en admettant que l'on fût parvenu jusqu'à l'opération 3«, la détermi- 
nation de la coordonnée u se trouverait alors dépendre de l'intégration d!une équation 
différentielle totale, et non plus d'une simple quadrature, comme dans la théorie en 
question. 

Mais, en supposant que, dans ces différents cas ou dans d'autres analogues, de sem • 
blables expressions procurées par la seule condition indiquée tout à l'heure, pussent 
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nient analytique, ou que Ton aimera mieux sacrifier l'homogé- 
néité du caractère de la recherche pour y gagner une plus grande 
rapidité dans fobtention du résultat final. Nous allons, en termi- 
nant, exposer successivement ces deux modes de résoudre la 
question, fondés Tun et lautre, comme base nécessaire, sur la 
théorie que nous venons de développer. 



II 



8i Ton tient tout d'abord à conserver à la recherche un carac- 
tère parfaitement homogène, et par conséquent si Ion s'impose 
la condition de demeurer sur le terrain exclusivement analytique, 
ainsi que nous Tavons toujours fait jusqu'ici, il faudra eflectuer 
en réalité de point en point la série des opérations que nous 
avons indiquées à la fin du paragraphe précédent, sans faire 
intervenir aucune autre considération de quelque ordre que 
ce soit. 

II faudra donc tout d abord procéder à la recherche de l'in- 
tégrale générale du système des deux équations différentielles 



fournir une solution du problème, aucune considération, en dehors de celles déve- 
loppées dans la théorie ci-dessus, ne permettrait de penser que la solution ainsi 
rencontrée fût effectivement comprise dans celle obtenue en partant des expressions (18) 
où ,\, M, N sont supposées de simples fonctions de À, (&, y; et, par conséquent, l'on 
devrait croire a priori qu'il peut en exister semblablement une infinité d'autres. 

La méthode, plus longue et plus pénible, que nous avons développée ci-dessus, fournit, 
au contraire, pleinement celte assurance, puisqu'elle consiste en somme à partir, non 
simlement de la solution la plus générale, mais de toMis les solutions possibles de ces 
mêmes équations (i) ou (4;, et à dispiiser ensuite des arbitraires que renferment ces 
solutions de manière à satisfaire, de la façon la plus générale, à l'autre groupe (3) ou (5). 

D'ailleurs, les considérations qui occupent la plus grande partie de ce premier para- 
graphe, et qui nous ont amenés à la .forme de solution (49) pour la coordonnée m, bien 
que nous ajons renoncé par le fait, presque aussitôt après, à l'obtenir sons cette forme 
et par ce procédé lui-même, n'ont pas de valeur, seulement à titre de théorie pure, 
éUbUssant à l'avance l'existence, et garautissant la généralité de la solution fournie 
beaucoup plus rapidement par la quadrature de la différentielle (50); mais, en tant 
qu'application pratique et immédiate, elles nous conduiront encore, ainsi qu'on le verra, 
à une conséquence intéressante que l'on était loin d'attendre, étant donné la nature de la 
question, et à laquelle nous croyons devoir, à raison de son importance, consacrer en 
entier la Note V ci^près. 
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totales (24), c'e8l-à-dire,en tenant compte des définitions (22) et 
(3) ainsi que des valeurs (17), du suivant : 



' (^-v)(v-A) 



X — i;^),d{] 



-[ 






[- 



(54) 



-t- (fl— v] 
= — fi{X—M 

-t-y(-/— a: 

-*- A(X— /x] 



«"V^iTr-(v-7(^-v^iîj-) 






^A 



»"V -7w- iV -7(g— V -7W-) 









dx 



^^^^ V —ôT-- IV -7>) — V "Ivr ij''^ 



/a^^Ua^V/. /a*-^Ua-4-V • /•/ -f- iv - V\l 
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Mais, avant de nous occuper de celte intégrale générale, nous 
allons commencer par mettre ce système sous une autre forme 
équivalente, qui rendra beaucoup plus faciles les calculs que 
nous avons Tintention de présenter. 

Ce dernier système, en effet, ou, ce qui revient au même, les 
six équations (23) dont il n'est que la traduction avec Talgorithme 
des différentielles totales substitué à celui des dérivées partielles, 
offre ce désavantage que ses différents coefficients, c'est-à-dire en 
fait les quantités (22), ne sont pas symétriques par rapport aux 
trois variables l, ^x, y, ni par suite aux dérivées correspondantes 
de u, savoir A, M, N. 

Nous obtiendrons, au contraire, un système équivalent réali- 
sant cette condition indispensable pour la facilité des calculs que 
nous avons en vue, en opérant de la façon suivante. 

Nous souvenant que les six équations en question (23) ne sont 
autre chose que les deux équations (21) et les deux autres 
couples qu'on en déduirait par permutation circulaire, résolues 
par rapport aux six dérivées de U et V, nous écrirons ces deux 
mêmes équations, en les développant et chassant les dénomina- 
teurs, puis faisant pour abréger 

et leur adjoignant enfin une simple identité analogue, sous la 
forme 

/ =/{x) A^ — /"(A) A.A, 

(56) j H=/^(fx)M'-/(fx)M.A, 

j K =/•(.) N»—/-(y) N. A. 

Cela fait, nous ajouterons à deux reprises ces trois dernières 
égalités, multipliées préalablement la première fois par fx — y, 
y — i, 3l — ^, et la seconde fois par i (f^ — v), p (y — l), y (X — p). 
Nous formerons ainsi les deux autres équations, manifestement 
équivalentes aux deux précédentes (23) primitivement con- 
sidérées : 



(58) 
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, (v-A)H -♦- (A-p)K= (^_.)/-(a)A'h- (._A)Af.)M'-+ (A-f.)/(v)N' 

- [((*-• ')A*)A -.- (v-A)/(^)M+ (A-^)Av)N]A, 
(57) 
• ']fx(v-A)H + v(A-^)K=A(^-v)/-(X)A'+,x(v-A)/(,»)M'-.-v(A — p)/^WN' 

- fA(^_v)/-(A)A +^(v_A)/(^)M H- v(A-HAMN]A. 

Or, si Ton a égard aux défîtiitions (55) des quantités H et K, 
les premiers membres de ces deux équations seront, d'une 
part : 

(y_A)H + (A— ft)K 

1 , , r rfu dv dvi e du 

| = ^.(v-A)(A-,)|^(,-.)--.^--;j^J = ^-. 
(x(y — A)H + i'(A— ft)K 
= _(.-A)(A-,)[(,'-.')--.(,-v)-J = -[(,.. )_-._]. 

D'autre part, pour les seconds membres, ayant déjà la 
relation (14), nous obtiendrons sans peine une autre égalité sem- 
blable, si nous calculons^ à Taide des expressions (18), et en 
ayant égard aux deux identités très connues, savoir 

(^-,)X« + (v- A),x*^-(A-,x)./= - (fi - v)(v - À) (A - p) e, 

(59) I (/x - v) A»H-(v-- A)f*»+(A^ fA)v»« [(/x-- v)A«-l- (v — A),x* H- (A— ,i)v^](A ^ ^-4- v) 

= — e (A -^ 01 -4- v), 

cette seconde expression, complètement analogue, 

A(fx -.)/•(>) A» H- A^(v-A)/V)M'+v(A^p)Av)N* 
^il-Mf*-'')(^*-*-UA-i-V)-^p(v-.A)(pVU^tH-V)-.v(A-.fx)(>*-»- 17.-4- V)] 



j(,x-y)A+(i/-A)^H-(A- p)v(V] 



' =l^[-^(^-f*-*-'')-^U]=--^^(AH-f.^.H-U) 



VII 



m 
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Si nous convenons alors de désigner par û| et û, les deux 
expressions symétriques en \ fx, v, d*une part, et A, M, N, de 
Pautre, 

Û, = î2d[ (p-v)/'(a)Ah- (v-a)/V)Mh. (a-^)/'(.)N], 

et que nous introduisions à la fois, dans les deux équations 
obtenues tout à Theure (57), à la place des premiers membres 
l(\«( expressions (58), et dans les seconds membres les expres- 
sions (14), (60), et (61), elles se transformeront, par ces diverses 
substitutions dans les deux suivantes 

if? rfÂ ~ irf» "" 2rf 

ou, en multipliant par -y', 

du . 2d , 

de sorte qu'en retranchant de la seconde la première multipliée 
par fA + V, nous obliendronsjdéfinitivement les deux premières des 
six équations suivantes, dans lesquelles auront été transformées 
les équations (93), 

î?-= - I - ^ Û.X. ^= - (. + T) -- ^[. A -- f.) û. _ ûj N , 
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et dont les coefficients û^, Û2» ^^ ^f satisfont bien tous à la condi- 
tion demandée. 

En remplaçant donc à présent A» M, IV par leurs valeurs (17), 
dans les définitions (61 ) des coefficients £2| et Q,^, en même temps 
que dans ces dernières équations elles-mêmes, puis multipliant 
encore celles-ci respectivement par dX, da, r/v, et les ajoutant, il 
est clair que nous obtiendrons de même ainsi, à la place du 
système précédent (54), le suivant 



(63) 



^"-hW^^i^h-i'-W^^i^h 



-hW-'^^h 



dv = I ^ (A ^ u) -- - i fpt + y) û. - û, j y . — — — J dA 

r 1 . ^ . % /û* -h Ua -H Vl 

-^ I - (F -H u) -H ~ !(. -4- A) û, - Q,| y ^^—j^^ — J <(i^ 

dans lequel, 6 désignant toujours le produit (3), Oi elQ^ seront 
maintenant les expressions suivantes : 



Û, = (f,-v) l//'(A) (A« -4- UA -+- V) -♦- (v — A) 1//V) (fx^ -. U|z 4- Vj 



(A — a) V//'(v) (v* ^ Uv -4. V), 



û, = X(f.~ v) V//'(A) (A^ -♦- UA .. V) -4- p (. ^ A) l//;(^) (p* H- Up H- V) 

-+- V (A — fz) l//- [v) (•/ -^ Uy -V V). 

Cette transformation préalable étant opérée, on intégrera, soit 
ce dernier système, soit le précédent (34), comme lors de notre 
première méthode exposée dans notre Chapitre V, soit à Taide de 
la méllvode de Mayer, qui exige un nombre moindre d'intégra- 
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lions, soit à Taide de la méthode de Jaeobi, exposée dans les 
Vorlesungen, pour le problème équivalent de Tintégration d'un 
système d'équations linéaires aux dérivées partielles, toutes rela- 
tives à une seule et même fonction inconnue. Mais bien que ce 
système ne renferme que les deux inconnues U et V, quelle que 
soit celle, des deux formes pour le système, ou des deux méthodes 
pour Tinlégration, à laquelle on s'arrête, celte opération restera 
toujours beaucoup plus difficile que pour le système ana- 
logue (H6) du Chapitre V, considéré lors de notre première 
méthode, qui contenait néanmoins celui-là trois inconnues, par 
la raison que celui-ci n'est plus, comme lui, linéaire et homo- 
gène par rapport aux inconnues elles-mêmes. G*est pourquoi, en 
vue d'épargner le temps et la peine du Lecteur, nous allons indi- 
quer tout de suite le résultat de celle intégration, et au lieu d'y 
arriver par une recherche analytique ne supposant aucune con- 
naissance à l'avance de la solution à intervenir (""), nous nous 
contenterons de montrer, par un csilcul a posteriori, l'exactitude 
de la solution en question. 

Nous plaçant donc à ce point de vue, et désignant par a, (3, y 
trois constantes supposées liées entre elles par la relation 

(G4) «^ -H 6* -*- r' = i , 

de manière que deux d'entre elles demeurent complètement 
arbitraires, puis faisant en outre, uniquement dans la pensée 
de faciliter l'écriture du résultat en question et celle des calculs 
ultérieurs. 



\ V («* _ h') (a^ ._ c"') V (^^ _- ^*) ^h^ _ < 



'W 



(^^ _- c') [b^ - il") 
(C^ -f A) (C^ ^ f,) (c" -^ y) 



(*j Nous effectuerons une recherche directe réalisant ces conditions par le moyen de la 
première des méthodes précitées, dans la Note suivante, à propos du Cas relatif au Sys- 
tème des Coordonnées Sphériques, déjà étudié dans notre Chapitre III, à l'aide du pro- 
cédé simplifié,- basé sur la considération des courbures, que nous avons employé pour tous 
les différents Cas particuliers du problème. 
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nous allons démontrer sans trop de peine, à Taide de la seconde 
forme (63), que l'intégrale générale de. ce système est repré- 
sentée par les deux expressions (*) : 

!U == (aX -4- 6Y -t-rZ)'— (aV -4-6'6'-^cV') — (i + .'^-H:/), 
[bc ^ ca ab Y /«' 6' r'\ 

Or, ces expressions renfermant deux constantes arbitraires, il 
suffit évidemment, pour établir ce fait, de s'assurer qu'elles 
satisfont simultanément, sous la seule condition (64) entre les 
trois constantes a, (3, y, aux six équations (62), lesquelles sont 
complètement équivalentes au système en question (63) : résultat 
que nous mettrons en évidence en calculant séparément, puis 
comparant, les valeurs que prendront les deux membres de cha- 
cune d'elles, lorsqu'on y attribuera aux inconnues U et V les 
valeurs que nous venons d'écrire. 

A cet effet, remarquant que la première des expressions (65), 
par exemple, donnera, en en prenant d'abord le logarithme, puis 
la dérivée logarithmique, 

IX «= -[/ (a' -4- A) -4- / (a^ -4- A*) -+- < (a* -f- v)] -t- /. const. , 

d'où 

i dX i \ dX X 

OH 2-7- = 



X r/A 2 a' -4- A rfA a* -4- A 



(•) Nous montrerons dans la Note V ci-après que cette même intégrale générale peut 
également être présentée sous cette autre tonne, dont la symétrie est peut-être encore 
plus frappante : 

— U=(^Y-yZ)«-l-(yZ— «X)«-+-(oeX— ^Y)« -[(6*-4-C»>*-4-(C»-Ha«)^*H-(a* *-&«) y»], 
_ V == rt« (ffY — yZ)»-4- 6V yZ - «X)*-4- C* («X-5Y)«- (6«C V -4- cV^* -4- a*6« y*) . 

Mais cette dernière forme, quoique plus simple en apparence, se prête en réalité moins 
commodément que la forme ci-dessus (66) aux calculs que nous avons l'intention d'effec- 
tuer dans la présente Note. C'est pourquoi nous ne croyons pas devoir en faire mention 
actuellement dans le texte. 
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il est clair que nous déduirons de cette simple valeur, en y per- 
mutant d'abord les trois constantes a^, 6*, c*, puis ensuite les 
trois variables X, ix, v» le tableau suivant des neuf dérivées ana- 
logues : 



(67) 



4- 

dk 

dX 
Î2— - = 



a' -t- A 
X 



2— = - 



dfi 



X 



dX 
2? = 



dM 



, 2 — = , 

\ ih a' -t- V 



2^ = _ 
dv 6' 



Y 



dZ 

rfZ 

'S' 



C* -♦- A 

Z 



Cela posé, ayant en vue les deux premières équations (63), 
les expressions en question (66) donneront dès lors, d'une part, 
pour les premiers membres respectifs de ces équations. 



d\} 
dx 



= 2(otX-H6Y-^ 



rZ)la 



dX d\ dZ\ 

dx dx dx] 



(68) 



/ àX 6Y vZ ^ 

= («X^6Y-*.rZ)h^-+--— ^-5— - 1, 

dV Ihc ca ab \ Ibc dX va d\ ub dZ\ 

— =2 -aX -h --6Y +.-yZ-a — -I- --6 — ^ -r-r 
dx \a b c I \a dx b dX c dxl 

Ibc ca ab \ Ibc aX Ca 6Y ab rZ \ 

= -aX-i-T-^YH-— rZ --; H- 77,-1 -♦-— 1 

Vtt 6 c /\aa*-+-A 6/;*-f-A c c^-\-xl 



__ Ibcy a'X' Icay 6^Y* 
"Ui a*-4- a"*" \bl 6* -4- a"*' ' * 

- -î — -^ n Uv.yZH- -H- -^-Uv. 

\c* -*- A 6' -h A/ \a* 6* c* / 



ca a/> / 1 



6 c \c* 



Pour faciliter le calcul de la seconde de ces expressions^ la 
supposant ordonnée par rapport aux constantes a, 6, y, nous la 



I 
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représenterons par le développement 



rfV 
(69) — -== A,a' -*- B,6' -♦- C,r' -*- 2D,6r -*- 2E,ra -H 2F,a6, 

dans lequel les deux coefficients de type différent A| et D^ 
auront dès lors, d*après la dernière expression qui précède, res- 
pectivement pour valeurs 

(70 A,= U ^, D, = aM- 4-- YZ. 

I 
Si alors nous introduisons encore les notations suivantes, déjà 
usitées dans notre Chapitre V, et qui nous seront de nouveau 
fort utiles pour la suite du calcul, savoir 

{ S, = 6« -♦- c'-'-a^ Sj = c' -+- a» H- b\ S» = a' + 6* - c% 

^^^^ j G, = (a'— 6») (a'— c«), G, = (fc'—c») (6»— a»), G5 = (c'—a') (c^-6*), 

les expressions (65) devenant avec ces notations, si on les élève 
au carré, 

Z* = i(c*H-A)(c«H-Ac)(c'+.), 
tïî 

on voit que le premier de ces coefficients (70) pourra s'écrire, 
à Taide des mêmes notations, en développant et réduisant, de 
la façon suivante: ' 

ibcY X» fiv 1 rôv , , . . 1 

I = -L. [fttçt („! ^ ^) („. ^ y) _ ^^ (a« _ jt) («. _ ç.)-] 
(73) { 

= -— [6V j 0*+ {n-*-v) a*+My | — A" j o*- (6'-t-c*)a»-»-6V j] 

Cl vi| 

== -- [ 6*c* (a* -4- ^ -♦- v) -*- Siyuy]. 
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Voyons maintenant ce que deviennent semblablement les 
seconds membres des mêmes équations (62) pour les v aleurs(66) 
deUet V. 

Calculons tout d'abord dans ce but les valeurs de A, M, N. 

Si^ dans cette pensée, nous représentons encore par un sym- 
bole spécial les numérateurs des expressions (18), c'est-à-dire 
si nous faisons 

(74) ^^=A*+UA-f-v, jil = a*'-*-ua*4-v, iyr.=v«+uv-f-v. 

ce qui nous permettra d'écrire ces expressions (1 8) sous la forme 
abrégée 

nous aurons, en partant des expressions (66), et tenant compte 
de la relation (64) entre les constantes, pour la valeur de la pre- 
mière des quantités (74), 

j' = X* ^ X [(aX -*- 6Y + rZ)' - (aV h- 6*6* + cV) — (a -4- ^ -+- ^)] 
r/bc ^ ca ^ ab V /«' 6* r'\ 1 

« A(a'X* -t- 6*Y' + r'Z» +. 2.6Y.rZ + â.rZ.aX -t- 2.«X.6Y) 

— A [oV -4- W -f- cV' -f- (p +• v) (a* ^ 6« -4- r')] 

6*c* c'a* 0*6* 

-t- -— a*X*-4- -— 6*Y*-+--— r'Z*+2a*.6Y.rZ + 26*.rZ.aX-4-!2c*.aX.6Y 

/»* n* /»' - 



/a' 6' v'\ 



Si alors, en vue de faciliter le calcul, nous convenons encore 
de représenter, comme tout à l'heure, celte expression par le 
développement 

(76) 4^ = Aa* -*- B6* -♦- Cr* -*- 2D6r + 2Era -4- 2Fa€, 
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les deux coefficients de type différent A et D seront, pour cette 
quantité, 

(77) A = (a ^ -4-) ^' -- ^ («' •*- -^ ■*"/ -^^ j ' D = (X -+. a») YZ. 

Or, si Ton a égard, en premier lieu, aux égalités (72) dont la 
première peut être écrite aussi bien sous les trois formes 

(77"") ^ = (a*H-^) {a'^y\ ^={a'^y){a'-irX), -^ -(aVx) (a'-4-A.), 

puis, en second lieu, à cette identité déjà employée dans . notre 
Chapitre V et que fournit la simple division algébrique, savoir : 

V ' ^) 73 7i = 3 = p -♦- S, -4- 



(a* -¥-oY o* -+■ p o* -+- p 

les coefficients S>| et G>| étant toujours les quantités (71), et 
en6n en même temps à cette dernière égalité, déduite immédia- 
tement de ces mêmes définitions (71), savoir: 

(79) ^bzf^ == î-rja*-(6*-hcV-^«^V|— 6Vl=a'-(6'-4-0=— S„ 

on trouvera successivement, sans peine, pour les valeurs des 
deux coefficients précités (77), 

/ 6V\ A 
A = A ^ — X« i (a* H- ^) (a* 4- v) 

I 6V\ ^, A G,X' r 6V G, A I ^, 

\ a* H- A/ (a* -♦- A)« 

1D = («'.A)YZ = /-(X).^^.-J-^. 
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A = 



}»• 



de sorte que, par la simple permutntion du groupe (a^,^^ c*) qui 
entraîne celle des trois quantités X, Y, Z (65), nous aurons 
immédiatement, pour la valeur des six coefficients du dévelop- 
pement (76), 

Y Z Z X X Y 

et, par suite, pour ce développement lui-même. 



^'-fW 



l «X y / 6Y y I yz y 

W ^ A/ ■*" W H- a/ "^ le* -♦- a/ 



6Y rZ 



rZ aX 



aX 



6* ^ A c' -+- A c' -I- A a* -♦- A a* -4- A 6' 



— 1- 

'+^ aJ 



d'où, par conséquent, en permutant maintenant le groupe (^,fx,v), 
pour nos quantités 4^ 3TL, 3T1), les trois valeurs 



4r-m(~ 



6Y 



TTL 



. -ri-)'. 

X 6* -t- A c' -I- x/ 
/ aX 6Y yZ \» 



•%=/w(- 



-H ^c b^ •\- /Jt, 

aX 6Y 
i "*■ li 



rZ \'' 



et enfin, en reportant ces valeurs elles-mêmes dans les expres- 
sions ci-dessus (75), puis extrayant alors les racines, nous 
aurons définitivement pour les expressions cherchées de A, M,^N, 
les trois suivantes 

6Y 



(80) 



C*-4- A/ 

fx, â -^ fjil 

i / aX 6Y rZ \ 
N=±7r} -1 -*- Zi ■*- "T ' 



"~ 2ci la' -♦- A ' 6* -♦- A ' c* -4- a/ 

1 / aX 6Y 

= db — . - 



A=db 
M 



6Y 



(8i) 
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dans lesquelles nous supposerons expressément que nous pre- 
nions le même signe pour toutes les trois. Nous reconnaîtrons 
un peu plus loin la nécessité de cette restriction. 

Une fois en possession de ce premier résultat, les défini- 
tions (61) nous donneront sans peine, pour lès valeurs des deux 
coefficients Û^ et Q2 (*)> ^^ faisant porter le signe commun aux 
trois expressions précédentes sur le premier membre des égalités 
que nous allons écrire, 



±Û, = 



±Û,: 



(A^-v)-! 



n>) 



O^ -4- A 






(i^-y) 



C* -^ A 



( ,x fM ^. . AMI ^ 

tt' -t- /a a' -«- j'J 



<^-H 



(y-X) 



f(fA 

C^ •*- fJL 



(>^ 



(^ - v)— - 



a' -*- A 



a* -*- fji a* ■^- v\ 



Or, comme Ton trouve aisément, en développant et réduisant, 
puis ayant égard aux identités (59), 



(*) C'est ici qu'apparaît clairement l'avantage très grand de la seconde forme (63) que 
nous avons donnée à noire système d'équations différentielles totales, ou, ce qui revient 
au même, de la forme (62) donnée à nos équations (23), car étant données les expres- 
sions (80) de A, M, N, et celles des différences M — N, N — A,A — M qui en résultent, 
le calcul des produits qui composent les coefficients «iio, JJ? ... ^(22) eût été notable- 
ment plus pénible que cekii des coefficients Ûj et Ûj (6'^)> <iu® ^^^^ obtiendrons, au 
contraire, comme on va le voir, avec une très grande facilité, à cause de leur symétrie 
en >, /tt, V d'une part, et aussi de celle en A, M, N d'autre part, qui est une conséquence 
nécessaire de la première. 
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,,_,i^.,_„/(.U,,_,aw 



a* -4- A a' -t- A* o -4- V 

-4- (X— ^) [6V -♦- (6« -♦. c') y -f- i/'] 



o -H X o -4- A^ àr 

==(^-^y).X(6*-4.X)(c»^-X)^(v — X)./t.(6'-4-;a)(c*-4-/*) -4- (X — A^) . v (6' -4- y) (c^ -♦- v) 
= (fx. — y). X[6'C» -+- (6' .4- C') X 4- X»] -4- (v — X) .^^ [feV -4- (6' -H C») A^ -4- /«'] 

-4- (X — A^) . V [6V -♦- (6' -4- C') V -4- v'] 
= (6*-Hc') |(a^ — v)X*-4-(v-X)AC«^(X-A^)i/*j -4- [(a^ - v) x' -4- (v~ X) a' -+- (X — a^)v'] 

= ._ e (6' -4- c*) — e (X -4- A* -+- y) , 

il est clair que Ton obtiendra, en permutant le groupe (a^, 6^, c^) 
dans les deux égalités que nous venons d'écrire, puis remettant 
à chaque fois les expressions ainsi obtenues dans les précé- 
dentes (81), pour les valeurs cherchées des deux coefficienis 
Qf et ^2» l^s <l6ux suivantes 

/ db Q, = — e (aX -4- 6Y -h rZ), 

(8->) < dbQ2= - B[(6*-4-c*-4-X + A^^y)aX -4-(c*-4-a*-<-X-4-A* + y)&Y 
( -4- (a*-4-6*-4-X-4-A^-4-y)rZ], 

le signe étant, par hypothèse, le même devant ces deux expres- 
sions que devant chacune des valeurs (80) de A, M, N. 
De là, nous conclurons maintenant les deux égalités 

db-î =-(aX-4-6Y-4-rZ), 

=fc [(a^-+-v)Û, -ûJ=:B[(6*4-c*-4-x)aX-4-(c*-4.a«-4-x)£Y-4.(a*+6'-4-x)rZ 1, 
et de ces deux dernières en6n, en même temps que des valeurs (80), 



\-'hlm^^} 
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le signe étant le même, par hypothèse, dans toutes ces égah'tés à 
la fois, ces deux autres 



I 2c/ 






(83) ( — [(/*-!- j/)Q, — Û,].A= [(6'^ c'-+-A)aX^(c» -f-a*^A)6Y 



... T / aX 6Y r1\ 



dont la première donnant immédiatement , pour le second 
membre de la première équation de gauche (62), 

_l-55i2.A=(«X^6Y-HrZ)(-^^^-.^]-., 

e ^ 'w-^-x b^-^x c}-\-xi 

valeur identique à celle (68) déjà obtenue plus haut pour le 
premier membre, montre que ceue équation de gauche est bien 
satisfaite par les expressions (66) de U et V. 

Pour vérifier semblablement le même fait à Tégard de la 
première équation de droite, nous désignerons, en vue de faci- 
liter la transformation, par A son second membre, supposé 
calculé en partant des mêmes expressions (66), c*est-à-dire que 
nous poserons, avec cette acception, 

(84) A = -(x-4-U)^-~[(/u-hv)i2,-Q,).A; 

et comme cette expression, qui, eu égard aux valeurs (66) de U, 
(82) de Q^ ei ûa, et (80) de A , est évidemment du second degré 
relativement aux constantes a, 6^y, pourra toujours être rendue 
homogène par rapport à ces quantités à Taide de la relation (64), 
nous pourrons dès lors, en l'ordonnant par rapport à ces mêmes 
quantités, la supposer, comme nous Tavons fait pour le premier 
membre, représentée par un développement tel que 

(85) A = A ja* -4- B,ê* -+- C,r* -*- "^^t^r h- SE^ra -^ 2F,a6. 



Or Texpression (66) de U donnera» d'une part, en ayant égard 
à la relation (64), 

A H- n « a»X* -h S'Y» H- r'Z* -H 2.6Y .rZ -h 2,rZ.«X H- !2.aX.6Y 

— [(a' -4- ^ -f- v) a* •♦- {&• ^ ^ -f- j/)6* -♦- (c'-»-/u-t-ï')r*]. 

Daulre part, la seconde expression' (83), étant développée, 
deviendra, en n'écrivant qu'un seul terme de chaque type, 

^[(^ H- v)Û. -Û,]. A = (6« ^ c' H- X) -^ ^. ... 

" CI -4- A 

a*- —5 H 3^ UY.rZ-4-... 

a'X' / a' a* \ 

= (6»-+-c*-4-x)-- — H -4- 2 -4-- k UY.rZ -*- ••• 

En retranchant donc de cette dernière égalité la précédente, nous 
obtiendrons immédiatement, en vertu de la définition (84-) de A, 

\ a» -4- A y \c* -4- A 6' -f- A/ 

-+- (o* -4- /tf ^ v) a' 4- (6' -4- /C4 -4- y) 6* -4- (c* -+- A« -♦- ï') y*, 

doù il suit que les deux coefficients, de type différent, Aa el D2, 
auront respectivement pour expression 

X* 

Aï = 16* + c* -4- A — (a* -4- >)1 H a* -4- ^ -4- :/,, 

L -^ a* -h A 



D,= a' f-J— -4- — î— ] YZ. 

W -+- A 6» -4- A/ 



De ces deux coefficients, le second Dg est déjà identique, 
comme Ton voit, au coefficient homologue D, (70) rencontré 
plus haut pour le développement du premier membre de la 
même équation. Quant au premier A^, il se transformera très 
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aisément encore, a Taide des notations (71) et des égalités déjà 
employées (72) et (79), de la façon suivante : 

A, = (6* -4- c* — a') . •-- (a* -h /et) (a* -*- v) -f- a* -h >tc -h v 

\ 

= — [ S, j a* (a* + fx,-^ v) -^ fiv\ -¥■ G| (a* -+- A* -H y)] 

= - [(G, -H a%) (a« -+./.+ v) ... S,f^y] 



I 



expression identique, de nouveau, à celle du coefficient homo- 
logue Af déjà obtenue ci-dessus (75). 

La coïncidence exacte de ces deux couples d'expressions, qui 
entraine évidemment, par la permutadon du groupe (a*, 6^, c*), 
celle de tous les autres homologues, montre que ces deux déve- 
loppements (69) et (88) sont effectivement identiques, et que, 
par conséquent, eu égard h la définition (84) de A, la première 
équation de droite (62) est bien vérifiée, elle aussi, parles expres- 
sions (66) de U et V. Et il en serait évidemment de même pour 
les quatre autres équations (62), qui se déduisent de ces deux 
premières par une nouvelle permutation, à savoir celle des deux 
antres groupes (X, a, v) et (A, M, N). 

Les deux expressions (66), qui renferment deux constantes 
arbitraires, constituent donc bien, ainsi que nous Pavions 
annoncé, l'intégrale générale du système des deux équations 
différentielles totales (63) ou (34). Dans ces conditions, la 
théorie exposée dans le paragraphe premier de cette Note établit 
Texisience de la solution à chercher, et montre que ses dérivées 
en X, |x, V seront les valeurs (17), dans lesquelles on aura remis, 
à la place de U et V, lesdites expressions (66), c'est-à-dire, par 
conséquent, que ces mêmes dérivées seront précisément les 
expressions (80), déjà calculées pour les besoins de la démons- 
tration précédente, lesquelles satisfont dès lors assurément à la 
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condition d'intégrabilité, et nous fourniront en conséquence, 
par leur simple quadrature, la solution cherchée. 

Et en effet, le même calcul effectué tout à l'heure nous en 
fournit également la preuve évidente par le simple rapprochement 
des deux tableaux (80) et (67), car il en ressort immédiatement, 
pour les dérivées A, M, N, celte nouvelle /orme d'expressions 

\ I dX dY dZ\ 
d\ dx cfx dxl 

) i I d\ dY dl\ 

(^^' \'' = '^dW,'^'T.'^^d-} 

_ W dX dY dZ\ 

d\dv dv dvl 

lesquelles, étant multipliées respectivement par d\ du, dv et 
ajoutées, donneront dès lors, pour la différentielle du, 

i 

du = Adx -^ Mdfi ^ Ndv = ±: -- {adX -+- 6dY -h rdZ), 

d 

à la seule condition de prendre, ainsi que nous l'avons expres- 
sément supposé jusqu'ici, précisément en vue de celte circon- 
stance, le même signe -+• ou — , à la fois devant les trois expres- 
sions (80) ou (86); et ce faisant, l'expression demandée de w sera 
dès lors la suivante : 

(87) w = w^, -H - (aX -^ 6Y -+- rZ), 

le double signe étant désormais sans intérêt, du moment que 
a et 6 peuvent être pris arbitrairement, et que y représentera 
alors, par hypothèse, la valeur 



(88) r = ±l/i -a'— 6* 

qui comporte elle-même, comme l'on voit, ce double signe. 

Nous n'avons donc plus à nous préoccuper désormais que de 
la seconde condition énoncée à la fin de notre paragraphe pre- 
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mîer (p. 74), el l'opération y spécifiée sous le numéro 4** nous 
reste seule à accomplir, à savoir de disposer, en admettant que 
cela soit possible, des arbitraires a, g, y, supposées liées par la 
relation (64) ou (88), et correspondant aux trois coordonnées 
X, 2/, Zy de manière à procurer, quelles que soient les variables 
X IX, V, la vérification des trois équations (S3). 

A cet effet, reprenant pour nos dérivées A, M, N la notation 
synthétique déjà employée dans notre paragraphe premier, à 
savoir celle définie par la première formule (36), laquelle nous 
permettra dès lors de comprendre les trois expressions (80) sous 
le type unique 

' R — -fc — Lf^ 6Y rZ \ 

2rf \a* -♦- p 6' -♦- p c* -♦- p/' 

nous en conclurons, par conséquent, pour les deux dérivées, 
relatives à la même variable indépendante, de deux coordon- 
nées Il différentes, 

___ I / a'X 6' Y r'Z \ ^,__ I / a"X 6"Y r"Z \ 

'2d la* -+- p 6* -+- p c' -♦- p/ ' 2r/ W -f- p />^ -♦- p . c' -i- p/ * 

et par suite enfin, pour leur produit : 



1 r X* Y^ 

R'R" = — ; x'ol" — -f- 6'6" — 



?r 



b* -ï- p c* -H p J 

En faisant dès lors dans cette expression successivement 
p == >, ^, V, puis remettant à chaque fois la valeur ainsi obtenue 
dans la dernière des trois équations en question (53), et la mul- 
tipliant par 4g(^, il est clair qu'elle se présentera alors sous la 
forme du développement 

(89) sB.aV -4- op.e'r -4- ... 2;©(6V" -*- s'V'j -^ - == o, 

VIII 



U() 



dans lequel les deux coeflicienis, de type différeni, % éi ®, seront 
les expressions 



YZ, 



lesquelles, en ayant égard de nouveau à Tidentité (78) et aux 
égalités (T?**''), ainsi qu'à la définition du symbole /"(p), se trans- 
formeront successivement, sans peine, de la façon suivante : 

G,.V G|X' G.X* 

= (/u - v) -; -*-(v — A) -, +(X -A.) -^ 

= (^t — v).(a*-4- /u)(a*-4- v) -f- (v— A). (tt*-4- v) (a»-^- X) -*- (A— ^). («*-+- a) (a'-*-,i) 
l = (^- y)| a*-f-(Ac-* v)a»H-iUv]-*-(ï'- A)| a*-+-(i/-+-A)aVvA] -4^ (A— ^)[a*H-(A-hAi)aV A;*] 

= lu^v]fjLV -h (y — A)yA -^ (A — /z)A/x = {fi — v)X^ -h (v— A)^^* 4- (A — ^)y» 

= — (Ar — v)(y-A)(A- c.)= -B, 



P = |(a/- y)((r-*- A)-i-(y — A)(a*H-A^)-^ (A — a*) (a*^- vij YZ = 0. 

D'où il suit que Téquation en question (89) se réduira simple- 
ment à la suivante 

et, par conséquent, en permutant les trois coordonnées reeli- 
lignes, pour passer d\me équah'on (53) à la suivante, supprimant 
le (acteur variable 6 qui ne saurait être nul, et joignant enfin 
aux (rois relations analogues engendrées par Thypothèse (64), 
Ion voit que toutes les conditions voulues seront bien remplies, 
en établissant entre les neuf constantes d'intégration a, 6, y, les 
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six relations 



a'"*^ 6'"*^ r'"*== I , «V' -4- 6'6" -4- rV = 0, 

qui monironl qu'elles pourront s'interpréter comme les neuf 
cosinus d'un nouveau système d axes rectangulaires, dont le choix 
demeure entièrement arbitraire. 

$ous ces conditions, les trois équations issues de la formule 
intégrale (87), savoir 

i 



X = Xq -♦- ^(«'^ -♦- 6 Y -H r'Z), 



1 

y = .y.» -^ 7^ («"-^ -*- ^"Y -^ r"z), 



I 



Zq -h -K'X^ €'"¥-+- r'"Z), 



dans lesquelles X, Y,Z sont toujours, par hypothèse, ks expres- 
sions (6S) des variables i, u, v, représentent donc définitivement 
la solution la plus générale de la question, et Ton voit qu'elle 
reproduit bien exactement, comme cela devait être, celle déjà 
obtenue par une autre méthode, dans notre Chapitre V. 



III 



Si, au contraire, préoccupé surtout de la solution à intervenir 
et pressé d'arriver au terme de la recherche, le Lecteur se trouve 
disposé à faire bon marché de l'homogénéité de la méthode en 
vue d'une rapidité et d'une facilité plus grandes dans la conquête 
du résultat, il pourra s'épargner le souci des calculs assez labo- 
rieux du paragraphe précédent, nécessités par le développement 
effectif de la méthode exposée dans le paragraphe premier, en 
invoquant alors, pour en tenir lieu, les résultats obtenus dans 
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la Noie II ci-dessus, rolativemcnt à la constitution de toutes 
pièces d*un certain système orthogonal, à Taide de la méthode 
d^nduetion simple et rationnelle que nous y avons exposée. Car, 
si Ton se fonde sur ce résultat, il suffira, comme on va le voir, 
pour arriver tout de suite à la solution complète de la question, 
de cette conclusion, que Ton peut déduire très rapidement de la 
théorie développée dans notre paragraphe premier, à savoir que 
la solution la plus générale du problème ne saurait renfermer 
plus de dix constantes arbitraires. 

En effet, les trois relations (53) ne pouvant être vérifiées 
identiquement, c'est-à-dire quelles que soient les variables 
\ [f., V, qu au moyen de simples relations entre les constantes qui 
y figurent, ainsi que nous Tavons déjà expliqué, Ton reconnaît 
aisément que le nombre de ces relations ne saurait être inférieur 
à celui de ces équations elles-mêmes, c'est-à dire à trois dis- 
tinctes. Car, chacune de ces équations ne pouvant être vérifiée, 
quelles que soient X, p, v, qu'en établissant à tout le moins une 
relation entre les constantes qui y figurent, supposer que le 
nombre desdites relations pour les trois équations (53) puisse 
être inférieur à trois, c'est supposer que deux de ces équations 
(ou les trois ensemble) puissent se trouver vérifiées à l'aide d'une 
même relation entre les constantes qui entrent dans chacune. 
Or, il est bien facile de voir que celte hypothèse est impossible, 
en raison de ce que ce ne sont pas les mêmes constantes C.| et Cj 
qui figurent dans chacune des trois équations (53). En effet, la 
première, par exemple, contenant seulement C'/, Ci' et C'/', Cj", 
et la seconde seulement C'/', Ci" et C',, Ci, pour que ces deux 
équations se trouvassent vérifiées à l'aide d'une même relation 
entre les constantes, il faudrait que cette relation contint seule- 
ment C," et Ci", avec les constantes données a^, 6^, c*. Mais la 
loi de permutation circulaire à laquelle obéissent toutes les 
équations successivement envisagées par nous dans la théorie 
ci-dessus, exigerait alors que la deuxième et la troisième équa- 
tion (53) fussent de même vérifiées simultanément à l'aide d'une 
même relation entre les seules constantes Cî, Ci et les con- 
sianlos données, et par la même raison, la Iroisièrae el la pre- 



(90) 
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mière équation devraient se trouver vérifiées sîmulfanémeril à 
l'aide d'une même relation entre les seules constantes Cl' et Ci' cl 
les constantes données : résultat en contradiction manifeste avec 
l'hypothèse de deux relations distinctes seulement entre les 
constantes, d'où nous étions parti tout à l'heure. 

On voit donc ainsi que chaque équation (53) exrgera pour 
être vérifiée quelles que soient \ {x, v, au moins une relation 
entre les constantes, qui sera différente en passant de l'une de 
ces équations à la suivante, c'est-à-dire que la vérification de ces 
trois équations (53) exigera, au total, au moins trois rchiions 
distinctes, qu'on doit a priori supposer de la forme 

F (a\ h\ c\ c;, C7. c;\ c;, c;', c;") = o , 

et d'où l'on pourra tirer, par conséquent, les valeurs de trois des 
constantes d'intégration, CJ, Ci', Ci", par exemi le, en fonction 
des constantes données, et des trois autres C\, Ci', Cî\ qui pour- 
ront seules, celles-là, demeurer réellement arbitraires. 

Par où l'on voit que les expressions de U et V pour les trois 
coordonnées x, ?/, z, c'est-à-dire les six expressions (51), et par 
suite aussi les expressions (52) des neuf dérivées de A, iM, N, 
correspondant à la solution la plus générale du problème, pour- 
ront renfermer, en sus des constantes données a^, 6*, c^, rf^, «m 
plus trois constantes arbitraires nouvelles Ci, C", C'/'. El dans 
l'hypothèse où il existera une solution du problème, comme les 
valeurs définitives des trois coordonnées x, y, z seront alors 
fournies, ainsi que jious l'avons expliqué, par la quadrature deç 
trois différentielles 

dx = A'rfA. -^ MV/t^ -♦- N'rfv, dy = A'.'ff A -4- M^d^^ ^ N'rfy, 

dz=^ \"'d\ + yi"'dfi -+- N'"rfy,. 

on voit que, dans le cas le plus général^ ces expressions ren- 
fermeront seulement trois nouvelles constantes simplement 
additivcs Xq, i/o, ^o> ^^ sus des constantes a^, b\ c% d*, et des 
trois constantes précitées C',, C'/^ C',". 
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En conséquence, jusqu'à ce que Ton ait effectué en réalité les 
calculs indiqués au paragraphe premier, il sera donc impossible à 
la vériié, d'affirmer que le problème comporte une solution quel- 
conque, particulière ou générale, car des deux conditions spé- 
cifiées à la fin de ce paragraphe (p. 74>), si la première peut bien, 
il est vrai, être vérifiée, avant tout essai d'intégration, sur le 
système d équations différentielles proposé lui-même, la seconde 
condition, tout au moins, ne pourra être également vérifiée 
que lorsque Ton sera en possession des six valeurs (51) de U et V, 
cest-à-dire, par conséquent, lorsque le système différentiel en 
question (24) aura été complètement intégré. Mais, ce que Ton 
pourra du moins ainsi affirmer en pleine certitude, avant toute 
intégration, c'est à savoir que, si par un procédé quelconque 
ofi a rencontré une solution déterminée renfermant les dix 
corislanles arbitraires précitées, dont trois simplement addi- 
tivos, cette même solution constituera bien la solution la plus 
générale possible du problème proposé. Or celte seule conclusion 
suffît pour nous mettre de suite en possession de la réponse 
la plus générale à la question envisagée présentement dans cette 
Note, ou antérieurement dans le Chapitre V, sans que nous 
soyons obligés d'effectuer en réalité l'intégration du système 
d'équations différentielles totales (24) ou (54). 

En effet, d'une part, nous étant proposé, dans la Note précé- 
dente, de constituer directement de toutes pièces, par des procé- 
dés rationnels et des déductions logiquement et naturellement 
amenées, un système orthogonal dont l'une des trois familles fût 
le type le plus général des familles isothermos de surfaces du 
second ordre, lequel comporte, comme nous l'avons vu dans 
notre Chapitre II, quatre paramètres ou constantes arbitraires 
a^, 6*, c% d*, nous avons reconnu très aisément alors, par l'inté- 
gration d'une seule équation différentielle du premier ordre, 
qu'on réalisait un semblable système avec trois familles de sur- 
faces appartenant au même type en question, mais de variétés 
différentes, système qui est dès lors^ non seulement orthogonal, 
mais encore triplement isotherme. 

D'autre part, invoquant en conséquence ce résultat si net et si 
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facilement acquis, en eomparaisoa des calculs qu'exigerait soit 
l'intégration directe de notre système d'équations différentielles 
totales (54), soit simplement la vérification a posteriori de son 
intégrale générale supposée donnée, ainsi que nous l'avons fait 
dans notre paragraphe II, si l'on y effectue un simple change- 
ment de coordonnées rectilignes, opération que nous avons déjà 
accomplie dans le Chapitre II pour mettre le type en ques- 
tion (116) ou (127) sous la forme (128), l'on voit que les coeffi- 
cients de chacune des trois familier contiendront de nouveau, 
dans leurs expressions (129), les dix constantes arbitraires, déjà 
énumérées à cette occasion-là, savoir, d'abord les quatre con- 
stantes aniérieures a^ 6^, c^, rf^, puis trois autres nouvelles 
^0' 2/oj ^0 > q"^ relativement aux expressions des x, //, z, seront 
simplement additives, et enfin neuf cosinus liés entre eux par six 
relations, ce qui équivaut, en sus des précédentes, à trois nou- 
velles constantes réeriement arbitraires seiilemenf. D'où il suit 
que le système orthogonal que nous venons de définir, après celte 
simple transformation de coordonnées qui n'altérera en rien, 
d'après la propriété caractéristique de l'invariant ^^ établi dans 
notre Chapitre !•% Tisothermie de chacune des trois familles 
envisagées, satisfera bien alors à la condition spécifiée tout à 
l'heore, a savoir de renfermer dans son expression analytique 
les dix constantes arbitraires que nous avons dit : et, par consé- 
quent, nous sommes parfaitement certains que ledit système 
constituera à lui seul la solution la plus générale du problème 
tout entier, que nous nous sommes proposé dans cette Note. 
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NOTE IV 

APPLICATION SUCCESSIVE ET COMPARAISON DES DEUX MÉTHODES EXPO- 
SÉES POUR LE MÊME PROBLÈME, A PROPOS DU CAS PARTICULIER 
CORRESPONDANT AU SYSTÈME SPHÉRIQUE. 

Nous avons établi successivement, dans noire Chapitre V 
d'abord, puis en second lieu dans la Note 111 précédente, deux 
n)éthodcs entièrement différentes pour le même problème, con- 
sistant à déterminer, dans le Cas le plus général, en partant des 
expressions trouvées dans le Chapitre IV pour les invariants A^ 
relatifs aux trois coordonnées curvilignes , les équations exactes 
des trois familles de surfaces correspondantes, ou, ce qui revient 
au même, les expressions des trois coordonnées rectilignes x,y,z 
en fonction de ces coordonnées curvilignes f, ^, w. 

Afin de permettre au Lecteur de mieux se rendre compte, par 
la comparaison de ces méthodes appliquées à un même Cas, de 
la différence profonde de leurs caractères essentiels et des calculs 
auxquels elles conduisent, nous allons encore traiter, successive- 
ment par l'une et par lautre, le Cas particulier intéressant relatif 
au Système Sphérique que nous avons déjà examiné sous le 
numéro IV* dans notre Chapitre 111, et nous retrouverons 
ainsi de nouveau, sans trop de difficulté, aussi bien par Tune 
que par lautre méthode, les mêmes résultats déjà rencontrés 
dans ce Chapitre ei formulés par nos trois équations (197). 



(1^ Méthode.) — De même qu*au début de notre Chapitre V, 
le point de départ de nos calculs sera encore nécessairement les 
expressions assignées, pour ce Cas particuhVr, aux trois fonctions 
P, Q, R par les six équations des premier et second ordres (13) 
et (19) de noire Chapitre 111, valeurs que nous avons trouvé très 
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aisément dans ledit Chapitre être les expressions (1 13) et (11 7), 
c'est-à-dire les trois suivantes 



P-7— ^,' Q=-r77— T.' R = 



(c^ -♦- cc'Y csh' (au -4- b) (c^ -♦- ccf 

au sujet desquelles nous pouvons encore observer, de même que 
pour les expressions (83) du Chapitre V, que les coordonnées 
curvilignes n*y figurent que par les deux expressions linéaires 
à coefficients arbitraires c\p -h cc'y am -+■ b, qui ne sont autre 
chose, par conséquent, que les paramètres ihermométriques, 
entendus dans le sens le plus général, des deux familles de sur- 
faces correspondantes ; en sorte qu'en convenant de nouveau de 
désigner simplement par \\f eim ces mêmes paramètres, ou, ce 
qui est la même chose, en faisant, pour simplifier, 

as=re=1, 6 = 0, c' = 0, et en outre C = 1, 

lesdites expressions deviendront et engendreront alors les valeurs 
consignées dans le tableau suivant : 

1 ! 

P=R«=-, Qc= — -, /p = m=-2/a', /Q=n — 2/cslio, 

^* cslrcr 

QR=PQ=_1_, RP=i, /QR=/PQ=— 2(/.A-*-/csha), /RPc=— 4/<|., 

<f*csn*cr •/ 

0_ ^' R csVo P_ 

P'^csh'a Q"" ^» R"" ' 

R P csh'w Q ^' 



(^) / f p""^' Q ^' ■ R csl 

c//P 2 dlQ snha dl^ 

d^ V dv csli T7 df 



dlV ^ dlQ_ dtR 2 

du df dfp ti> 

rf/.QR_ dl K? _ 4 c(/.PQ 2snh 

do d^ ^ dxj csh o 



(2) 
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En conséquence de quoi le système d*équalions différenticilcs 
totales (106) sera, pour le Cas actuel, le suivant 

dL= ( , M H ; — N ].df L,d^ ; — L.rfcr, 

\csh' a csh o / * csh a 

(iM = ^-L,df — — M.di,-'N.dz:, 



rfN. "'•" 



'i> xcsh'a csh o / 



csh 

ou, ce qui revient au même, sera de nouveau le système (87) 
du même Chapitre, savoir 

!dL = L|rfp -♦- L^d^ -¥■ Ljf/a , 

étant entendu que les quantités L|, L,, ... Mf, ... N, y dési- 
gnent, pour abréger, les expressions suivantes qui représentent 
semblablement, pour le Cas actuel, celles qui figurent dans les 
égalités précédentes (86) et (86^^*) du même Chapitre, 



l^) \ 



L, ==— -— M H 
csh'o 


snha 
csh o 




M,— Im. 




csh o 


"-J.:"- 


snh a 
csh o 


M. = L,=-iL. 



Ceh posé, le problème de rîntégratîon générale da système 
adéquations diflerentielles totales (3) étant, comme nous TaYons 
déjà dit à la même occasion, complètement équivalent i la 
recherche de Tîntégrale générale commune aux trois équations 
simultanées aux dérivées partielles 



(la . (la do , do 

(5) ( BH=-.-L,-^M.-.N.- = 0, 

dû) dû) dû) d« 

nous allons résoudre ce dernier problème en appliquant, dans 
ses traits essentiels, la méthode exposée pour cet objet, à propos 
de deux équations seulement, dans les Vorlestmgen de Jacobi (*). 

A cet effet, nous observerons tout d'abord que parmi ces trois 
dernières équations (8), il en est une dont l'intégrale générale 
peut s'obtenir avec la plus grande facilité, à savoir la seconde, car 
cette iiltégrale étant procurée par le système simultané 

d^_dL_ dM_dN 
^ ^ T "" "û "~ JMi "" N,' 

ou, ce qui est la même chose, eu égard aux valeurs (4), 

d^ dL dM diV 



(6^-) 



' ^U -Im -In 



système équivalent lui-même au suivant 

^dL H- L(h = 0, 'p. mdM * M*d^ = 0, <.dN -^ Nd^ = 0, 

dont l'intégrale générale est 

L^ = const. , M'^^f == const. , N^ = const. , 

on voit qu'en faisant, pour faciliter les calculs qui vont suivre, 

(7) w, = L^, û)i = MVJ^ »j « N^, 

(*) VoRLESUNGEN Ober Dynamik, 33* le^on (pp« 257-364). 
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celle de l'équatron en question B (w) = sera, cp et cr élant des 
constantes relativement à celte équation en particulier, 

(8) « =3 F (f, o, »i, »j, «s) = û. 

Partant de là, la recherche d'une solution commune aux trois 
équations (S) revfenl évidemment à déterminer la fonction arbi- 
traire F de telle sorte qu'une même expression semblable vérifie 
à la fois les deui^ autres équations (5), c'est-à-dire que Ton ait à 
la fois A (û) = et C (Û) = 0. Or, ces deux équations étant 
toutes deux linéaires et homogènes, comme en y substituant 
cette expression Q (8) à la place de co Ton aura alors, en venu 
d'une formule connue (*), 

r/U rfU (/U (/U (/Q 

A (Û) = A {f) y- ^- A(a) — ^ A(«,)— + A(«J — ^ A(«3)— , 
Uf aa i(qx (*^i »6i>3 

dQ dQ (tQ (IQ rfû 

C (U) =:= C (y) — + C(a) — + C(«0— -f- c w — + C(«,)— , 
(if (ivs aui no)i doi 



(*) En effet, étant donnée l'expression, linéaire et homogène par rapport aux dérivées 
du premier ordre de w, 

si l'on y remet à la place de a* la fonction û, ou plus exactement ses dérivées définies 
respectivement par les égalités suivantes : 

dû *^ dil dyk 
dX{ f±y iiykdXi 

en supposant que les nouvelles variables y sont des fonctions déterminées et connues des 
précédentes x, il est clair que le résultat delà substitution pourra s'écrire successivement 

X,a,-2u.,('f:^t)=l(2.l.S')? 

<S Aêi dy^dXfl |;^^ \^ dXif dy» 

'^ dil 

éi dyk 



d'après la définition même qui précède du symbole différentiel cAi). C'est l'avant-deruiëre 
formule de la page 261 des Vorlesungen. 
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égalités dans lesquelles on aura semblablement, d'après les défi- 
nitions (5) des symboles différentiels Â et C, d*abord 

puis, en désignant par w,. Tune quelconque des expressions (7), 

/ . , d»,. dut (Icôi 

(9) I 

n/ \ r ^"' m« ^"» HT ^^^^ 
C (cJt) = L, — ^ Mj — -f- Nj — , 

rfL (/M rfN 

il est clair alors que si Ton désigne d'une façon générale par 
A, et C, ce que deviendront respectivement ces coefficients A (w,) 
et C (ûD.) lorsqu'on les aura exprimés, par le moyen des trois 
équations (7), à l'aide des variables cp, ij>, -m, &)|, 0)2» (^z* ^ '^ phce 
des variables <f, ^, ^, L, M, N, il est clair, disons-nous, que le 
problème se réduira simplement à trouver la solution la plus 
générale commune aux deux seules équations aux dérivées 
partielles 



(10) 



„ ^ rfÛ f/Q r/Q dQ 

oHî>(t2) = -- -t-A|-- HA4-J — hA3---==0, 

df dcoi aa)g a», 

G Û)«— -*-€,— -!. Cj— +C3— = 0, 
an a£0| a»s acjs 



dans lesquelles les variables indépendantes sont maintenant 
(p, or, «1, Wi, 0)3, la variable ip devant y être considérée comme 
une constante, et la fonction inconnue étant d'autre part Û. 

Pour cela, calculant tout d'abord les coefficients A, et C^ à 
l'aide des expressions (9), (4), et (7), on trouvera 
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/ ^p snh er \ 

Vcsh' CI csh CT / ' 



r 



r 



snh CT . 
csh 
snh cr 



N^ 



csh 



-«3, 



(H) (a,==aw = l,^Vm,^Vn.^=m.i/7 






1 



^\/'P 



-, Lr/; == — (// ^ fi^i j 



snhtT snhôT 



csh t 



cshi 



C, = C («,) sr= Ls — -*- Ms — -4- Ng — . = L3<f 

(/L c/M aN 

snhcT snhcT 



csh CI 



csh 



(42) ^ =_iN.l/^=- J-.N^=-r»<»„ 

Xcsh'w csh CT / ' 

CSh*CT csh cy /»cl,«- 



csh' 



csh 



■«s; 



k^ 
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et ces valeurs obtenues, Tintégrale générale de la prenaière des 
deux équations (10), par exemple, étant fournie par le système 
simultané, 

df f/w, rftWj (/«3 

si Ton représente par 

Q\ = const. , Qi •« const. , Q, = const. , 

le système intégral correspondant, Pintégrale générale de celte 
première équation (10) sera 

(14) Q = F,(cr,û;,û;,Q;). 

Or, d'après la méthode indiquée par Jacobi, Ton peut espérer, 
en s'aidant de la seconde équation (10), obtenir successivement 
ces trois intégrales différentes Q\, Q2, Û3, en calculant directement 
Tune d'entre elles seulement (*), par Tiniégraiion d'une seule 
des équations du système (13). Dans cette pensée, considérant 
celle qui résulte de l'égalité des deux derniers rapports, et qui 
est évidemment la pins simple, savoir 

dcoi dttiz 
Aj A3 

c'est-à-dire, eu égard aux valeurs précédentes (11), 
dcoi duz 



(IS) 



-r*». _!!î^,. 



csh o 
ou, ce qui est la même chose, en chassant les dénominateurs, 

^^snh cr.dco, = csh o.rfcjs, 

(•) VORLESUNGEN (loc cit.), p. 260. 



no 

laquelle fournit immédiatement Pintégrale 
(10) Uja=>^*snli o.tfj — cshw wj, 

nous savons, d'après la théorie précitée de Jacobi, que C(ûî) 
^l G^(û;) = G [C(ûl)] seront encore deux solutions de celte 
même équation (10), et, par conséquent, si elles sont effective- 
ment distinctes de la première, on pourra les prendre respecti- 
vement pour iït et û;, et s'en servir dès lors pour former Tinté- 
grale générale (14). 

Calculant donc à cet effet, comme tout à Theure, les deux 
quantités en question, on trouvera semblablement, pour la pre- 
mière tout d'abord, eu égard à la définition (10) du symbole 
différentiel G, ainsi qu'aux valeurs (12) des coefficients C, et à 
celle (16) de û; : 

C(û',)==— i-*- c.-pi-t-c— '-h Q— i 

dvs a»i a», a»s 

s 2 

= <f^csh a.w, — snli CT.W3 -♦- Cg.^'snh c — Cj.csh n 

8 _5 S 

= 4**0811 6r.«i — snha.a)3 — 'P * u^.^* snhzs 

^* snha 



(17) ( 



Wj ; CJj ) . CSh 



)■ 



csh* c csh 

= iL* CSh w . fl«)j M — — 1 — Snllcr.cus 

\ cslrw/ 
5 snh*o 

= ^p'' csh cr »s — — Snh or . CJ3 

csh* a 

snho. I , , . 

= -— — (^'snhw.coj — csha.»8j = tgh cr.Q',. 
csh a / " 



Cette dernière valeur montrant que ladite quantité C (û',) ne 
constitue pas une intégrale distincte de Ûi [la variable tît étant une 
constante relativement à cette première équation (10), ou, ce qui 
est la même chose, au système simultané (13)], fait voir par là 
même que l'on ne pourra obtenir, d'après ce seul procédé, les 
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deux autres intégrales Q; et Q59 en partraat de cette première û|; 
mais elle nous apprend en même temps qu'il sera possible de 
satisfaire à la fois aux deux équations (10) par une expression de 
la forme û =3 <^j (œt, û;)(*), laquelle étant comprise dans le 
type (14) satisfait déjà à la première de ces deux équations. Car 
la substitution de cette dernière valeur dans la seconde de ces 
mêmes équations donnant pour résultat, en vertu de la formule 
déjà rappelée (voir la note de la page 106), et en ayant égard à 
la valeur Q (m) => l qui résulte immédiatement de la défini- 
tion (10) du symbole différentiel G, ainsi qu'à la valeur précé- 
dente (17) de G (Û',), 

G(û) = ew— -*-G(û;)— = — + tghDû;. — . 

on voit que réquation G(Q) = 0, étant ainsi calculée, ne sera 
autre chose que la nouvelle équation aux dérivées partielles 
entre Tinconnue Q et les variables indépendantes zsr et Qj, 
savoir (**) 

_.,gh.û;.- = o, 

dont une intégrale, fournie par Téquâtion 

dis dQ[ dQ'i snhcr . 

^ ' 1 Ighcû; Q; csha ' 

sera, par conséquent, 



csho* 



IQ\ — / csh CT «= /r ûu 

et dès lors cette dernière intégrale, étant exprimée de nouveau 



(•) VoRLESUNGEN {loc. ciu), page 262, 1, première phrase. 

(*•) Cette équation représente, pour la quesUon actuelle, l'équation inscrite en haut de 
la page 262 des Vorlesnngen. 

IX 
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en (ùj^ , GO,, et cd,, en y remettant la valeur (16) de Q\ , savoir 

i 5 3 

(19) r«=— — («f-^snhtar.w, — esh cr.tfs')'» ^' l^l'^ "a — «s» 

cso n 

sera donc une solution commune aux deux équations (10). 

Pour en trouver deux autres, nous pourrions appliquer de 
nouveau le même procédé, en partant de la seconde inté- 
grale Qi de la première équation (10), que fournirait assez faci- 
lement encore, en s*aidant de la première Q[ (16), Tcquation du 
système (13) qui résulterait de Tégalité des deuxième et troisième 
rapports ; mais le calcul sera plus simple et plus aisé en aban- 
donnant cette première équation (10), et reprenant les mêmes 
procédés à Tégard de la seconde, dont Tintégrale générale, étant 
fournie par le système simultané 

r/cr (/»! {/Ua dux 

(20) — = — =_=_, 
^ ^ 1 C, C, Cs 

consistera, par conséquent, dans une équation de la forme 

(21) û«F,(y,û'/,û;',û;'), 

en représentant «emblablement par les trois équations 

û'j' = consl. , Qi = consl. , ÛJ' «^ consl. , 

le système intégral du système différentiel précédent (20). Or, la 
première équation de ce système, savoir 

.^^ , ^ t • snbw , 

(22) aw, = C,«cr ou (tQi = ; — », .aw, 

eu égard à la valeur (12) de C^ , pouvant être écrite 

CSh a.fif»! + tf|.snh crt/er = OU (/ (cj, csh cr) = 0, 

fournit immédiatement la première intégrale 

(23) Ûî' = «I csh o, 



(24) 



et dès lors, toujours d*après le théorème de Jacobi, c)l>(Ql') 
et <Â>*{QY) seront deux nouvelles solutions de la même équation 
G(û)=0. 

Calculant donc encore ces expressions, à Taide de la défini- 
tion (tO) du symbole Jiù, de cette valeur (23), et des valeurs (11) 
des coefficients A, on trouvera, comme tout à Theure, pour la 
première tout d'abord, * 

X(û;') = — ^-4- A,— i -f. Aj — L^ A3-7-!-=A,.csha 
df ae0| (16)2 ucs 

) / /? snha \ . ^* . 

f = I — --- «j H — «s I csh o = — - — . Wi -f- snh cr. «j. 

I Vcsh^cr csh CT / csh V 

Cette valeur étant bien distincte de Tintégrale précédente 
Q7(23), nous la prendrons, en conséquence, pour l'intégrale û'/, 
auquel cas ayant alors à la fois 

(25) Q't' =- <A> W) , <^* [Q\'] = <A> [cH (Q[')] = X \Q\'), 

la valeur de la seconde de. ces' quantités se calculera par suite 
exactement de la même façon, ainsi qu'il suit : 



(26) 



c/Qi' t/Ûi' e/ÛJ' f/ÛJ' 
-j H A, H A« — — H- As -;— 

(/^ (/»! (ICO, a6>3 

«P" . , .5 «p» snhcr 

A,. — 1- As. snh 67 = — «p «fi»!.— ; — cjj.snhc 

csh a csh cr csh u 



csh 



(1 -V snh' ct) = — cj| csh a :» — Û'i'. 



Cette dernière valeur fait voir de nouveau que cette seconde 
quantité cJlo*(Q'i') «^cA^C^O ne constitue pas une intégrale dis- 
tincte de rintégrale Q[\ d'où nous étions parti tout à Theure, et 
qu'elle ne suffira pas, par conséquent, conjointement avec û7 
et ÛV» pour pouvoir former Tintégrale générale (21) ; mais elle 
nous montre en même temps que Ton pourra satisfaire simulta* 
nément aux deux équations (10) à Taide d'une expression de la 
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forme ^«^(^^(cp, Ûj', û;'), laquelle étant comprise dans le 
type (2!) satisfait déjà à la seconde de ces équations. En effet, la 
substitution d'une semblable expression dans la première de ces 
mêmes équations donnera encore pour résultat, toujours en vertu 
de la même formule connue, et eu égard à Thypothèse (28), 

(IQ (iQ (IQ 

^>(Q) = X(f)—-*- cil>(Û'/)— -t-eJ^iû/) — 

et dès lors, si Ton tient compte de la valeur JU (<p) «= l qui résulte 
immédiatement de la définition (10) du symbole JU, et aussi de 
la valeur (26) obtenue tout à Theure pour oAd (Qi), on voit que la 
première équation (10), savoir <â> (Û) = 0, se réduira de même 
à la nouvelle équation aux dérivées partielles entre la fonction 
inconnue Q et les variables indépendantes (f, Qj', et Q'^\ 

dont riniégralion dépend du système 

ou, ce qui est la même chose, des deux équations simultanées 

dQV 

û;vû;' ^- û;'(.û;' = o, (/«, _ -J- = o. 

Or, la première s'intégrant immédiatement comme il suit 



(28) a* = Û;'* + Û;" ou Û;' = d: l/^a* - Q\'\ 



{') Voir la seconde note dé la page 111. 
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hi seconde, qui devient alors 



l/ot* — û;* 

donnera également par l'intégration 

(29) 6 = yd:arccos— ou qzarccos — =f — 6, 

a a 

on, en prenant les cosinus des deux membres,net revenant à la 
valeur (28) de q;', 

(30) Q\' = a cos if — 6), û;' = dr a sin (f — 6). 

Les deux expressions (28) et (29) de a^ et 6, étant alors expri- 
mées en M,,û)j, et wj, en y remplaçant û'/ et QJ' par leurs valeurs 
(23) et (25) - (24), et qui deviendront par là 



a? -= «î csh* cr -♦- I — - — . »{ -4- snb w. 653 1 1 
\csh a / 

(3i) ( W| csh o 
6 == ffl d= arc cos ■ 



V Oi\ csh' cr -t- ( . «, -♦- snh C7 «5 1 

\Csh a / 

seront donc ainsi les deux autres solutions demandées, com- 
munes aux deux équations (10). 

Ainsi donc, en résumé, les trois expressions (19) et (31) sont 
trois solutions communes aux deux équations (10), qui fourniront 
la solution la plus générale commune à ces deux équations sous 
la forme 

(32) Û = <r(a,6,y), 

la fonction ^ demeurant arbitraire. Mais comme ces trois solu- 
tions, d'après la manière dont elles ont été calculées, sont déduites 
originairement de l'expression (8), il s'ensuit donc qu'étant 
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exprimées de nouveau en L, M, N, au lieu de cdi, (ù^j od^y par le 
moyen des équations (7), elles satisferont encore chacune à la 
seconde équation (5), savoir B(w) = 0, et, par conséquent, après 
cette dernière opération qui les transformera dans les trois 
suivantes 



a*= LV. csh' o -♦- ^^ ( 4— • *^ -*- snho. N )' 
\csn CF / 

(33) \ 6 == y db arc cos 



V L'rsh'a -^ l-^.M + snha N) 

^ \CSh a / 

l r='l'('P««hf5.M — N), 

Texpression cd = Q, Q étant la valeur fournie par la formulie (32) 
où a, 6, y sont maintenant les valeurs données par les trois 
égalités que nous venons d^écrire, représentera définitivement la 
solution la plus générale commune aux trois équations pro- 
posées (5). 

En même temps le calcul qui précède nous fait voir (et c'est, 
à proprement parler, cette seconde forme seule du résultat qui 
nous intéresse dans la question actuelle) que si, dans les trois 
mêmes équations (33), Ton considère a, 6, y comme des con- 
stantes, chacune déciles sera encore une solution du système 
d'équations différentielles totales (3), et, par conséquent, Ten- 
semble de ces trois équations constituera, dans cette hypothèse, 
rintégralc générale dudit système (3) ou (2). Car, d'après les 
propriétés connues des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre, chacune d'elles satisfera alors, non seulement au 
système simultané (6), dans lequel f? et f sont des constantes, 
mais encore aux deux autres systèmes analogues 



dv dL dM //N 


(/o dL dM dS 






i L, M, N, 


^ U M, N, 



dans lesquels ^eim sont de même des constantes pour le premier, 
etfel^ pour le second. Or l'ensemble de ces trois systèmes équi- 
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vaut évidemment, dans ces conditions, aux neur équations (86) 
de noire Chapitre V, lesquelles, suivant que nous l'avons fait 
observer alors, n'expriment qu'une seule et même chose avec le 
système d'équations différentielles totales (87) ou (3) de la pré- 
sente Note. 

D'ailleurs, pour obtenir alors ce même système intégral résolu, 
comme c'est évidemment le but final, par rapport aux inconnues 
L, M, N, et non plus, comme dans les formules en question, par 
rapport aux constantes a, 6, y, il suffira d'observer qu'en remet- 
tant dans les expressions (23) de Ql', et (25) - (24) de li;', à la 
place de Wi, w^, wj, leurs valeurs de définition (7), celles-ci 
deviendront 

^« 
Û7 == \4 . csh cr, Û;' = -\ — M -t- snh a . N^, 

csh u 

et qu'en reportant dès lors ces deux dernières expressions dans 
les deux équations (30), et leur adjoignant enfin la troisième 
équation (33), on aura le système linéaire en L, M, N : 

ip csh a . L = or COS {f — g) , 

(34) < tj/ f— — .M -t- snhzu.NJ = dzasinif — 6), 

^ (^ Ighw.M — N) = v. 

Or,les deux dernières pouvant être écrites, en les divisant par ^p, 
et y prenant pour inconnues les deux quantités -^^ et N, 

j' ^M a 

-I- snh o . N = d= - sin (y — 6) 



csh o ^p 

snh cr. — - — — j\ = - , 

csh a ^ 



donnent dès lors, en éliminant successivement chaque inconnue, 

i (1-4- snh*s7) — ; — == dfc ~ sin (f — ê) h — snh o, 
\ csh ts ip (f 

(a y 
(1 -4- snlî^w) N =db-sin(9> — êj.snho » 
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d'où Ion tirera définilivement, en résolvant chacune de ces deux 
dernières équations, ainsi que la première (34), par rapport à 
L, M, N, les valeurs demandées : 

a cos («p — 6) , db a sin (f — ^) -♦- r snh vr 

L = : » M I — 



^ csh cr 0»' csh o 

(35) \ 

^ifcasin{3» — 6)snbcj — r 

4* csh* a 

Des deux conditions énoncées dans la théorie générale de 
notre Chapitre V comme nécessaires et suffisantes pour qu'il 
existe une solution (pp. 343-344), la première, à savoir que le 
système d'équations différentielles totales (87) ou (3) de cette 
Note soit complètement intégrable, est donc déjà remplie, et les 
valeurs précédentes de L, M, N représentent dès lors les expres- 
sions (89) de cette théorie générale. 

Cela posé, suivant ce que nous avons dit alors, nous sommes 
assurés par là dès maintenant que la différentielle totale 

(36) du = Idf -¥• Md^ -*- Nrfa 

sera également intégrable avec lesdites valeurs de L, M, N. Et, 
en effet, si Ton rejette le signe -h dans les doubles signes qui 
figurent aux expressions (35) de M et N, en ne gardant donc que 
le signe —, l'on constate aisément que ces mêmes valeurs (35) 
peuvent être écrites 



a cos{î> — 



^ csh 



— 6) d r i /a8in(y--€} soboNH 

o c/f I ^ \ csh u cshc/ I 



I J /asiniV— 6) snho\ (/ fi/ sin(f — 6) snhw\l 

] ^ \ csh a cshcr/ o^ I ^ \ csho csha/ j 

' i I — snha csh'a— snh'a\ d\\l sin(f — 6) snho\ 1 

iN = - asin(ç» — 6) — r n =T- -l* Z 'y~'ir] V 

^V csh*a Csh'c / rta[f\ csha csho/ J 

et, par conséquent, l'expression de u sera fournie définitivement 
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par la quadrature de cette différentielle totale (36) sous la forme ; 

1 / sin(f — 6) snha\ 

(38) w = t/o-*-- a r-T— • 

«^ \ cshcr CShcr/ 



Enfin, si conformément au système de notation adopté dans 
lexposé de cette théorie, nous supposons les mêmes expressions 
(37) et (38) récrites trois fois, avec une accentuation différente à 
chaque fois, la seconde des deux conditions précitées, à savoir 
celle exprimée par les six équations (107), se traduira, dans le 
cas actuel, par six équations, dont nous n*écrirons qu'une seule 
pour chaque groupe, soit de gauche, soit de droite, puisqu'elles 
se déduiront les unes des autres dans chaque groupe, en permu> 
tant simplement Taccentuation, et qui seront dès lors représentées 
par les deux suivantes, correspondant, eu égard aux valeurs (1) 
de P, Q, R dans la question, à celles de la première ligne desdiles 
équations (i07), savoir 

Jl ^^*cos'(y — 6') I [~a^^i^(y- 6) H-r'snhoy 

«f* ^*csh*a csh*c j.*csh*o 

1 [— -a'sin(» - 6')snhti — rT ^ 



<//* (/**csh*cT ^*csh*o 

\ J_a"cos(5»— 6").a"'C0S(î>— 6'") 
^^ i^' Csh*a 

1 [— a"sin {f — 6")-t- y''sï\his].[^a"s\n(f — 6"')-t-r'"snhcr] 

-4- — — '■ ■ ■ ■ ■ ' — — ^-_^^— 

csh*zu (P*csh'c 

i [ — a" sin {f — €' ') snh cr — r"] • [ — a"' sin (f — 6" ') snh ct — y'"] 

équations que nous transformerons toutes deux parallèlement, à 
Faide des mêmes opérations, ainsi qu'il suit. 

D abord, les multipliant par ({^^csh^tzr pourchasser les dénomi- 
nateurs, et développant en même temps les carrés ou produits, 
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nous trouverons 

cshVa'«cos'(?— 6') 4.[a''sîn*(y-6') — 2a'sîn(,»~6') r'snlin7^r*snh*a] 

-4- [a'*sin'(ç» — 6')snli*Rr ^â«'sin{f — 6')snho.y' -i-r'*]==scsh*cr, 
CSh'a.a"cOs(ç»— 6").a"'cos(î>— 6"0 

^[a"sin(ç,— 6").a'"sm(?— 6"')— a"sin(y— 6").r'"snht:r 

— «"'sin(y — 6'").y"8nhCT-4-r"siihcr.r'"snhcr] 
-^ [a"sin(ï) — 6")snha.a'"si«i(î)— 6'")snha4-a"sin(^— 6")snlio.r"; 

ou, en réduisant, 

csh'w.a'*cos*(5> — 6') -♦- a'*sin'(ç> — 6').(l -h snh*a) -h r'*(snh'cr -h i) = csh'cr, 
csh*ci.a" cos {f — 6").a'"cos (î» — 6'") -4- a" siii (f ^ 6").a "sin (f — 6'").(1 -f-snh'cr) 

ou encore, en supprimant le facteur es h* or = 1 ■+- snh* z«r, et 
rapprochant les termes semblables, 

a" [cos»(,.— 6') ^- sin' (f. — 6')] -♦- r'* « l , 
a'V"[cos(»--6")cos(f — €"')-♦- siiMy — 6")sin(? - 6'")] . r"r'"=0, 

c'est-à-dire simplement les deux premières des six relations 

a" -•- r" -= i , *"«"■ cos (6" — 6") -*- r'V" = , 

(39) l «'" -^ r"* = 1 , «"'a' cos (6" — €' ) ^- r'V =» 0, 

a'"*+y'"«=i, «V cos (6' -.6")-+-rV' =0, 

qui sont donc ce que deviennent , après tranformalion, les six 
équftliofis (107) de notre Chapitre V; et, par conséquent, la 
seconde des conditions ci-dessus rappelées, consistant en ce 
que ces six équations doivent se réduire à de simples relations 
entre les constantes, se trouve donc, dans la question actuelle, 
également remplie. 
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D'ailleurs, pour interpréter ces six relations, il suffira de 
prendre de nouvelles constantes, A, B, G à la place de a, 6, y^ en 
faisant pour chaque coordonnée ti, 

A= — a sine, B = acos6, C = — y^ 

et alors, d'une part, les six relations auxquelles nous venons 
d'être conduit se transformant dans les suivantes 

A' 4- B'« -i- C" -- i , A"A'"-t- B"B'"-h C"C'"==0, 

A"* -I- B"* -f. C * « 1 , A"A' -f- B'"B' ^ C "C =0, 

A'"*+ B'"«-4. C""== l , A'A" -+- B'B" -+- C/C" =0, 

permettront d'inlei*préter, de mùme que pour le Cas général, les 
neuf constantes d'intégration A, B, G comme les cosinus propres à 
définir un nouveau système d*axes rectilignes X, Y, Z ; et d'autre 
part l'expression ci-dessus obtenue pour u (38) devenant en 
même temps, avec ces nouvelles constantes, 

ces c? sin œ snho 

w = tio -*- A — ~ ^ B — r- -^ C -— » 

<P csn xs ^ csh J3 ^ csh rs 

permettra semblablement de représenter la solution définitive du 
problème par le système des six équations suivantes 

1 COS 9 

a; = Xo-«- A'X -♦- B'Y -«- C'Z, X = -— -î-, 

•if CShzZ7 

1 sin 9 

y =3 y, H- A"X -+- B"Y -hC'Z, Y = -. 

^ cshzu 

I x = Zo-+- A'"X-«- B"'Y-hC'"Z, Z = i^^, 

( ^ csh xs 

ce qui établit dès lors de nouveau, en tenant compte de la signi- 
fication extensive dont nous sommes convenus pour les symboles ^ 
cp, ^, w au commencement de cette Note, la coïncidence exacte 
de cette solution, quant au fond (c'est-à-dire sauf le choix des 
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axes coordonnés qui demeure arbitraire) avec celle (i27) déjà 
obtenue par un procédé plus simple et plus rapide au cours de 
notre Chapitre III. 

II 

(!!• Méthode : Forme définitive^ ou pratique.) — Nous propo- 
sant comme programme, cette fois, Tapplication de la règle par 
laquelle nous avons formulé cette méthode dans la Note précé- 
dente (page 74), le point de départ de nos calculs sera encore 
les mêmes expressions (1) de P, Q, R, que tout à Theure, savoir 

1 1 I 

(40) P = -' Q="rr' R=— ' 

• • • 

et reportant alors ces valeurs dans les deux équations 

U V U V U V 

(42) p__H-Q---4-R--=.0, 

qui représentent de nouveau, comme au début du Chapitre V, 
sous forme synthétique, les six équations (20) du Chapitre III, 
ce système sera par conséquent,dans le Cas actuel, figuré par les 
deux équations 

i fduy J^ fduy \^ Iday _ i 

\ du dv \ du dv I du dv 

^* df df csh'tr rff df •}* de de 

OU, en multipliant par ^* csh^ 19, 

>«' . -•[Cîr^(S)"]-'r^r-7-- 

. fdu dv. du dv'] , du dv 



(45) 
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Cela posé, les quatre opérations successives, spécifiées dans la 
règle mentionnée tout à l'heure, conduiront alors aux calculs 
suivants. 

l"" Introduisant encore, par addition et soustraction, deux 
constantes indéterminées U et V dans l'équation aux dérivées 
partielles (43), en récrivant de la façon suivante 

„„..[(*)-_„.].[...:j„..(-)'l_v].[v..(-)-_i.]=«. 

si nous nous proposons alors d'y satisfaire, selon le procédé de 
Jacobi, à Taide d'une somme de trois termes, telle que 

(46) M =. W^ -4- «^ -4- î/ç,, 

dont chaque terme ne dépende que de la seule variable marquée 
en indice, et qui donnera par conséquent 

du diftp du du^ du dufs 

df df d^ d^ da dxs 

il est clair que la susdite équation (45) sera vérifiée en faisant à 
la fois 

(ii');-u-=o. ....(„., (-.)'j_v-„, v..(^)'_^i = o. 

ou, ce qui est la même chose, 

conditions qui détermineront séparément les trois fonctions en 
question sous la forme 

Mç, =3 j \}ii^ _^ const. , u^ = / - V/ -j — Vc/f -♦- consl., 

''^ == / V -71 UVu -t- consl., 

ty ^ csiro 



m 



(47) 



et donneront, par conséquent, pour l'expression (46) de k. 



laquelle renfermant trois constantes indéterminées U, V, W, sera 
une intégrale complète de Téquation aux dérivées partielles (43), 
et Téxpression des dérivées de ti, dont la forme sera commune 
(la signification des symboles U et V étant seule différente) à 
cette intégrale complète» et à l'intégrale générale, ou semi-singu- 
lière, sera en conséquence 



(48) 






a^ «^ ▼ ^* drs ^ csb'tj 



2** Ce résultat acquis, comme ces dernières valeurs donneront 
elles-mêmes par la différentiation, en particulier, les six valeurs 



d^drs 






d^u 
dfd^ 



dM 
d^ 



i I dV 



rfN W 1 rfV 

di> ~~ 2N Vcsh'o d<^ 




c/N i / 1 rfV 
df 2N lcsh*o rfy 




rfL rfU 




rfa rfcr 




rfL rfU 




rf'f rfif' 




rfM i \ rfV 




rf? ^^ 2M rfv 





si Ton remet successivement ces deux séries de valeurs, en même 
temps que celles qui résultent pour les trois quantités H, K, J, 
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de nos hypothèses (40), savoir 

" = Q«=="rTr-' K«Rp = i, j^PQ = _î_. 

f'csh'd ^* ./^'csh'o 

dans les trois équations de Lamé (97) de notre Chapitre Y, on 
obtiendra ainsi les six équations 

^» 21M dfs 2N \csh«a r/^ (/^/ ^ ' 

1 / t dW a y^U\ f/U_ snha 
2N \cshV rf^ dfl drs csh c 

dV i i dW _ i 

d^ <^' 2M c/f "~ ^ ^ 

qui détermineront, d*autre part, les valeurs des six dérivées des 
quantités U et V. 

Pour obtenir lesdites expressions, prenant d*abord celles de 
ces équations qui ne contiennent qu*une seule inconnue, nous ^ 
aurons en premier lieu les quatre valeurs 

dV J dW dV du snhcr. 

(49) — = ~-L, — ==2^ML, — =»2^MN, — = — L, 

d^ ^ df drs dvs csh cr 

dont nous reporterons les deux premières dans les équations 
restantes des deux premières lignes, ce qui les transformera en 
les suivantes 

— -— — +2U.-L =--N, _ -__.2^LM-'2U— U= r— L, 

2N \csli*cr d^ ^ I ^ 2N\c8h*a dffi csh a 

lesquelles donneront à leur tour 

^ dV 



d\ dV 2c?h*a / \ 

*a d^f d^ «f \ / 

du h I 4> snhc^ \ 

LN, d^où _=-- -1^ M+-— N . 

df U \csh*cr csho / 



sh'o df cshc 



1 
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De telle sorte qu'en remplaçant alors, dans ces deux valeurs 
de droite, ainsi que dans les quatre précédentes (49), L, M, N 
par leurs expressions en U et V (48), et les récrivant de nouveau 
dans un ordre rationnel, les expressions des six dérivées de (j 
ei V seront fournies définitivement par le tableau suivant 

fiU I r/V 2 

(51) — = U, =_.V, 

^ dp rb d^ -P 



(52) — = — U, T^^V 7-^V -T^ U' 

dvt csho //tar ^ ^ ^ CSh*cr 



(*} La règle que nous appliquons ayant été complètement justifiée à propos du Cas 
général, nous ne croyons pas utile de reprendre ici les raisonnements et les calculs déjà 
développés, en Tued*élablir soit l'impossibilité d'une solution fournie par une intégrale 
-semi- singulière de l'équatloo (43), soit l'existence effective, «ous la forme (47), d'une 
solution provenant de l'intégrale générale. Ces raisonnements, en effet, seraient encore 
exactement les mêmes pour le Cas actuel, et les calculs complètement analogues, sauf 
qu'ils seraient basés cette fois sur les équations (50), (51), et (52), au lieu des équations 
correspondantes {92) de la Note précédente. 

A la vérité, dans la question présente, ces calculs n'offriraient plus la remarquable 
symétrie des précédents, qui, eu égard k la complication des expression) alors envisagées» 
nous a seule permis de les conduire à bonne fin. Mais ce défaut de symétrie sera d'autre 
part largement compensé, quant à leur facilité, par la simplicité très grande de la plupart 
des expressions et des équations que nous aurons actuellement à considérer. 

Ainsi, par exemple, pour le premier des deux points précités (l'impossibilité d'une 
solution semi-singulière dans la question), l'hypothèse relative à ce cas V « F 'C) équi- 
valant encore aux conditions 

D(U,V) „ P(«.V) . P(U.V) „ 

^^ I>(à,u) D(cr,a») D(f,^) ' 

et les expressions du premier et du troisième de ces déterminants fonctionnels, calculées 
de même à l'aide des équations précitées, étant maintenant celles-ci 



D(U,V) ^a- / 

D (p. « ivl 



D(t;.v)_ ,u_^_ ^^ = ^./_^_u..^, 



D(^, b) ^ D(f, W ^ V csh«a 

dans lesquelles le facteur Q désigne à présent l'expression beaucoup plus simple 

(f) •'^ = \/ -; — V\/ — U«-+.V , 
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d'où 1*0D conclura immédiatement, pour déterminer nos deux 
inconnues U et V, le système des deux équations difTérentieiles 
totales, qui tiendront lieu dans la question actuelle du système 



il est clair que les conditions en question (a) équivaudront de nouveau à la seule 
équation Q » 0. 

En reprenant donc identiquement le mode de raisonnement déjà employé, comme 
l'équation û » pourra très facilement cette fois être rendue rationnelle en U et V, il ne 
sera plus nécessaire actuellement, pour être certain du fait, d'éliminer les douze quan- 
tités, L, M, N et leurs dérivées, entre quatorze équations, ainsi que nous avons été 
contrainls de le faire, lors du Cas général, pour n'avoir à considérer dans le calcul que 
des équations rationnelles, à cause de la très grande multiplicité des radicaux entrant 
alors dans l'équation Q = 0. Car l'équation analogue actuelle pouvant être écrite, en ayant 
égard à la seconde équation (32), sous l'une ou l'autre des deux formes 



(r) 



y/^Vc 



csh*CT 
ou, en chassant les radicaux et multipliant par csh^ a. 





„ SDb CT 




d\ snh u 


u« = - 


V 


ou 


— 2V 




csh 




dîs csh o 



(5; 



[v — i j (V — U« csh* cr) -t- V« snh* cr =r 0, 



si on la différentie successivement en f, ^, ù, et qu'on remette à la place des dérivées de 
U et V leurs expressions (80), (M), et (52), on aura ainsi quatre équations entre U, V 
et ^, (j,, zs, et en éliminant dès lors U et V entre ces quatre équations, on obtiendra fina- 
lement, entre les seules variables indépendantes, deux relations qui ne seront pas toutes 
deux des identités (l'une d'elle l'est, à la vérité), ainsi qu'il est bien facile de s'en assurer. 
En effet, différentîant en o cette dernière équation {â), en s'aida nt de l'équation de 
gauche (52) et de l'équation de droite précédente {y), on trouvera sans peine pour 
résultat, toutes réductions faites. 



2 snh G 
csh cr 



V [(V — U«) csb« a - il =0, 



équation à laquelle il ne sera pas possible de satisfaire en faisant Y »= 0, car cette hypo- 
thèse, reportée dans l'équation (J) entraînerait également U =» 0, et par suite aussi, pour 
les expressions (48), à la fois L =0, M = 4, N = 0, ou m -/(^), et qui dès lors équivaut 
simplement à celle-ci : 

(e) (V — U*)csh«6y = -Î-. 

^« 

Or, l'équation {$) pouvant elle-même être écrite 

r 11 ll*csh«tï 
v[(V_U«)csh«c--j-.-— ^^ =0, 



(53) 
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(24) ou (63) de la Note précédente relatif au Cas général, 

(•) 



Vcslro ▼ ^* CSha ▼ Cgircr / ^ CSil':T 



11 t&i dah que l'ensemble des deux équations {rj) et (e) équivaudra dès lors simplement à 
ceJîes-ci 

"~ ^* csh* m * 

valeurs qui, ^Utnt remises dans la première (50;, donnent pour résultat 0=«i^jj^, et non 
pas l'i ndRnnt« 0=0, attendu que tous les radicaux qui entrent dans les six équations [bO\ 
{6\}, ïi ;GJ}, et qui sont par hypothèse les mêmes que ceux qui figurent dans les expres- 
sions [4Sï tie L, M, N, devront encore être pris nécessairement tous avec la même 
d^JierniiiiaLîon de signe pour que l'expression ci-après (H2) de la différentielle du soit 
iûlégrî) bh. 

D'ailleuis, \si valeur U =0, considérée isolément, est a priori inadmissible, eu égard à 
ta valeur (4^) de la dérivée L, car elle exclurait la présence de la coordonnée ^ dans les 
eicpreasioui; des trois coordonnées rectilignes à la fois, ce qui équivaudrait alors à 
supposer une relation entre ces trois seules coordonnées. 

(') Si Ton désigne, pour un instant, respectivement par Uj, V,, Uj, V^, U5, V5 les 
siîconds ]]ieMilïres des équations (50), (31), et (52), auquel cas le môme système d'équations 
différcn titilles lotales s'écrira 

f^ll = V^df -i- Ua# -+- Ujf/s- , d\ = \\df + y^d^ -^ V,(iCT, 

et que Ton représente de même par ûi(«), £l^{(»\ iîs'w), les premiers membres des trois 
équations uu\ ilérivées partielles, qui suivent ces équations (oi^), Ton sait que les condi- 
tions d'iutt^grabilité de l'un ou l'autre de ces système seront exprimées par les six égalités 

0,(U,)=Û.'(I,), Û.(U.) = Û,(U.), Û.(U.)=Û,(U,). 

Q.(V.) = Û,(V.), Û.(V,) = Û.,\V, Û,(V,)=Û,(V,>. 

dont il sera rationnel et relativement aisé , eu égard à la simplicité des expressions 
actuelles, da constater la vérification identique, avant d'entreprendre l'intégi'ation dudit 
système, tandis que, dans le Cas général, en raison de la complication des expressions 
des dérivées analogues, soit de A, M, N, soit de U et Y, les opérations différentielles 
co/rei^jsoudanies, soit au système (4i7) de notre Chapitre V, soit au système (24) de 
U Kq\q m précédente, eussent été aussi laborieuses que leur intégration elle-même : 
c'est pourquoi nous n'avons pas jugé à propos d'en faire mention dans ces deux circon- 
fiisnres, au moment où leur considération pouvait paraître s'imposer naturellement, à 
ijhe dupér^atinn préalable, et en quelque sorte, de question préjudicielle. 




129 



lequel problème sera de nouveau complèlemenl équivalent à la 
recherche de la solution la plus générale communes aux trois 
équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre 



'/« / i % /l. ,, snho./V ^\ (h ^,,m/i f/« 



'I? 

U . V. — = 0, 

di> ^ d\i ^ d\ 



da snhcr dùi % / I % / V ^ ds> 

• u. — -»-2\/ — v\/ u^ — = 0, 

et pourra par conséquent élre résolu soit par la mélhoile des 
Vorlesungen, que nous avonç employée pour le précédent calcul, 
relatif à notre première, méthode, soit par le procédé, en appa- 
rence pins favorable, de Mayer, qui n'exigera alors que deux 
infégrafions seulement au lieu de huit (*) que nous avons dû 
effectuer dans le calcul précité, en faisant usage, pour \e problème 
anologue, de la méthode de Jacobi. 

Mais celle simplification apparente ne correspond pas en réa- 
lité à une facilité plus grande pour résoudre complètement la 
question, parce que, quelles que soient les variables auxiliaires 
que Ton adopte conformément aux indications de Mayer, le sys- 
tème transformé des deux équations ordinaires auquel on sera 
conduit sera toujours très compliqué, et que par suite son inté- 
gration complète, à laquelle est ainsi ramené le problème, offrira 
dès lors de sérieuses difficultés (**). Au lieu de cette méthode 



n A savoir, celles des équations (6), (45), (18), (22), et (27). 
(••) En adoptant la substitution 

(a) ^=t=a-t-(n' — c) *', ,^ = 6 -+- (o' — c) ^', a = o', 

qui^semble être celle qui conduira au système à intégrer le moins compliqué (voir 
JMansion» Théorie des Équations aux Dérivées Partielles du premier ordre, Livre U, 
Ghap. VI, 98, page 21S, au bas), et qui donne 

df = (o' — c) fif' -4- fda'y d^ = (o' — c) d^' 4- Vdts\ dus = drs' 
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savante, il y aura donc grand avantage à faire usage, dans cette 
quesiion encore, du procédé terre à terre, mais beaucoup plus 
simple et plus pratique, qui nous a déjà réussi pour le Cas général 



le système proposé (53;, que noas représenterons, poar abréger, par les deux équations 
dU = V,(if H- U./f^ -*- U^do, dV == \^fff -+- \^di' H- V,dcr , 

en désignant par U|, Uj,... \|, ... V, ce que deviennent respectivement U|, U,, ... V,, 
c'est-à-dire les seconds membres des six égalités (50), (51), et (52) par le fait des substi- 
tutions (al, ce système proposé, disons-nous, se trouvera transformé par là dans celui-ci 

dU = Û, (o' — c) . dy' -♦- Û, (o' — c) . d^' -4- [l\f' -^ Û,^' -♦- Û,^ . do'. 
dV = V", (a'— c).df' -^ VT, (o' — c).dt^' -*- (V,f ' -^ y^r ^ V,).da', 

et la question sera désormais réduite à l'intégration du seul système 

dU - - - dV - . - - 

— = U,/ -^ U,^' -^ U„ — = Y./ -1- V,^' -+- V„ 

dCT azs 

ou, sous forme explicite, et en effaçant les accents de celui-ci 



dU r i m / i v^.!!î^\ /_! ^j,1 r ^ ^ ^"b^ l 

do'^*Lcsb»B V [6-t-(a— c)^l« cshwV Csh'cr J U + Cp-c)^ "*" c>h aj' 

' £i=2_ y/ ' -v.u- ,— *!i— .v-^.2 y/, ' -V x/zn;;:. 

dt, ^ V [6h-(o— cj^»]* 6-+-(a— c)^ V [6-f-(0— cj^]* V csh'o 

Or, la présence dans ce système de deux radicaux différents, contenant simultanément 
les deux inconnues U ety,en rend l'intégration beaucoup plus difficile que toutes celles 
que nous avons eu successivement à effectuer, avec la méthode de Jacobi, lors de notre 
précédent calcul. 

L'insuccès de cette tentative avec la méthode de Mayer,se produisant après l'heureuse 
réussite du calcul à l'aide de la méthode de Jacobi, nous semble légitimer comme conclu- 
sion, à l'égard des avantages respectifs, et de la valeur pratique de ces deux méthodes, 
exactement la même appréciation qui a été souvent formulée au sujet de l'utilité et des 
mérites comparatifs de la méthode de Cauchy ou de Lagrange, et de la seconde méthode 
de Jacobi {Nova Meihodus) pour l'intégration d'une équation unique aux dérivées par- 
tielles du premier ordre (ou si l'on veut encore, des deux méthodes successives de Jacobi 
entre elles); à savoir que, bien qu' c en apparence, la méthode de Jacobi exige plus d'in- 
tégrations >, par le fait elle « laisse une (plus) grande liberté dans le calcul (Hansion, 
loc, cit.t Livre II, Chap. II, page 153), parce qu'au lieu c de ramener le problème à l'inté- 
gration complète d'un système d'équations différentielles ordinaires ..., on y considère 
successivement une série de systèmes d'équations différentielles, dans chacun desquels il 
suffit de déterminer une seule intégrale » (Jordan, Coiir^ d'Analyse de VÈcole Poly- 



i 
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dans notre Chapitre V, et consistant à satisfaire successivement à 
toutes les équations (50), (81), et (52), en se servant à chaque 
foi^ des conditions restant à vérifier pour restreindre et préciser 
de plus en plus la forme des résultats. 

Adoptant donc cette voie, nous remarquerons tout d'abord de 
nouveau que ces deux équations (53) étant complètement équi- 
valentes aux six précédentes, leur intégration reviendra encore à 
trouver une intégrale générale commune aux trois systèmes 
(50), (51 ), et (52), dans lesquels ^p et nr sont des constantes pour 
le premier, isr et ç pour le second, (p et <p pour le troisième. 

Gomme pour le Cas général d'ailleurs, il ne sera pas nécessaire, 
pour pouvoir en conclure les valeurs exactes des inconnues U et V, 
d'intégrer complètement ces trois systèmes à la fois. Il suffira 
pour cela, comme on va le voir, d'en intégrer un seul complète- 
ment, et de posséder la valeur attribuée à la seule inconnue U 
par les deux autres systèmes, ou, ce qui est la même chose, de 
connaître l'expression la plus générale de U commune aux trois 
systèmes, et l'expression de V relative à l'un de ces systèmes 
seulement : moyennant quoi, la valeur commune de cette seconde 
inconnue sera fournie, sans autre intégration, par la simple.réso- 
lution d*une équation du second degré. 

En effet, considérant d'abord le système (51), qui est évidem- 
ment le plus simple des trois, et qui, récrit ainsi 

dl] _ (i^ dV ^ d^ 

donnera, en intégrant séparément chaque équation par quadrature, 



technique, T. HI, % 260, pp. 333-334), et que dès lors cette méthode sera souvent, en fait, 
celle dont l'application présentera le moins de difficultés. 

Nous ne savons si la même remarque a déjà été faite au sujet de la comparaison des 
deax méthodes précitées de Mayer et de Jacobi ; en tout cas, nous croyons que les deux 
calculs successivement parachevés , ou simplement indiqués, conformément à ces deux 
méthodes à propos du même problème, dans les pages ou dans les lignes qui précèdent* 
en fournissent, quant à cet exemple particulier, une preuve péremptoire, et, par voie 
d'induction, apportent en faveur de celte opinion, quant k la généralité des cas, une 
sérieuse vraisemblance, sinon une réelle présomption d'exactitude. 
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puis prenant ensuite, dans le système suivant (52), Téquation de 
gauehe seulement, qui, pouvant s'éerire semblablemeni, 

c/U d.cslicr, 

U csh or 

s'intégrera de même isolément, et donnera de la même façon 



(55) U ' 



csh \ 



le simple rapprochement de ees deux expressions ainsi obtenues 
pour U donnera la condition 

^<(o, ff) Vs(fî ^) I flf ûf /• 

= , » ou Cshtar<3^<(a, î')==ip(y3^f, <f" = /(?), 

^ Côh fs 

d'où Ton tirera 

csh js f 

et par suite, en reveriant a l'expression (58) ou à la première (54), 
l'on aura déjà pour l'inconnue U la forme nécessaire 

(56) ■' ^^'^ 



^ csh d 

dans laquelle il ne reste plus à déterminer que la fonction d'une 
seule variable /*(ç). 

Pour cela, venant enfin au premier système (50), il suflira de 
former, par l'élimination de V entre ces deux équations, l'équa- 
tion du second ordre à laquelle satisfait dans ce système la seiile 
inconnue U. Dans ce but, éliminant d'abord entre ces deux 
équations le premier radical, qui figure seul des deux à la fois 
dans les deux équations, nous formerons d'abord la combinaison 



i d\ d\5 snha. / V 
2U— « — 2U V US 

>h*o df (/? csh a ^ csh^o 



135 

qui pourra être substituée à la première dans le système pro- 
posé (80), et permettra dès lors de récrire ce système, en divi- 
sant par les radicaux, sous la forme plus simple : 



df ^ cslror csh a (h ^ r 

Cela fait, différentiant en 9 la première équation ("50), nous 
obtiendrons la suivante 



d'{] _ 1 ^ % /i _ y snh a £ > / V 
r/f* csh^cT'rff V ,//'' csli Tj df V csli^u 

ou, en tenant compte des précédentes, 
(/'U — U snhtj / snha.,\ 1 -♦- snli^o 






rf»* CSll*a csha \ CîslîB / csh 



u = — u, 



c'est-à-dire, pour déterminer la seule inconnue U, l'équation du 
second ordre 

ou, en y remettant son expression ci-dessus (56), pour la fonc- 
tion /*, celle-ci 

— ^VAf)==0, d'où Ay)=«cos(^-6), 

df 

et par suite, en reportant dans ladifc égalité (56), la valeur de 
rinconnue U commune aux trois systèmes proposés (50), (51), 
et (52), sera définitivement 

(57) 11 = » dou --= ; 

<f (îsli o aç» <f csh o 

Cherchons maintenant celle de Tinconnue V. 

A cet effet, remettant ces deux dernières valeurs, ainsi que 
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l'expression (54) de V, dans la première (50) qui coniient 
bien V, mais non ses dérivées, cette équation déviendra 



. / i Fj snh ^ y / ^i 



— a sin (y — 6) 1 % / * P« snh o m / ^\ «* cos' (^ — ^) 



^Cshcr Csh* cr ▼ .^* .^* csh a V ^*csh*cr «//* csh*a 

et par conséquent, en multipliant par ^csh^tir, et faisant, pour 
plus de simplicité. 



(58) l/i — F, = F, , d'où F,= i — Fî, et V = 



nous aurons alors, pour déterminer, à la place de P2, la fonction 
F-i(cr, ç), l'équation simplement algébrique, que Ton transfor- 
mera successivement ainsi qu'il suit 



— a sin (f — 6) csh w = F, -♦- siih et. l/l — f î — a* cos* (? — 6) , 



— [a sin (î» — 6) csh jz \ F,] = snh a.l/^l — FJ — a*j I — sin' (î» — 6) |, 
a» sin' (y — 6) csh' a h- 2a sin (ç> — 6) csh c . F, ^ Fj 

= snh' cr . [I — F? — «' + a' sin' (? — 6)] , 

a' sin' (y — 6) (csh' a — snh' a) H- 2a sin (?> — 6). csh c F, 

^ {1 -+- snh' cr) Fî = snh'c. (i - a'), 
[a sin (f — 6) -H csh c F,]' = (< — a') snh'cr, 
a sin (î> — 6) -*• csh o F, = db l/l — a' snh cr , 



(59) 



F, = — — - (a sin (y — 6) qi W^i — a' snh a) » 

csh cr \ / 



d'où Ton concluerait ensuite, en remettant cette valeur dans 
la troisième égalité (58), l'expression définitive de V, car celle 
ainsi formée ne contenant plus aucune fonction arbitraire, mais 
seulement le nombre strict de constantes arbitraires que com- 
porte la solution devra dès lors satisfaire en l'état, conjointe- 
ment avec celle (57) de U, aux seules équations non encore 



k.. 



(60) 



135 

vérifiées, savoir celles de droite (50) et (52% condition dont il 
est d*ailleurs bien facile de constater la vérification. 

Possédant donc ainsi, par les valeurs (57), (58), et (59), les 
expressions cherchées des inconnues U et V^ qui satisfont à la 
fois aux six équations (50), (51), et (52), ou, ce qui est la même 
chose, au système d'équations différentielles totales (53), les for- 
mules (48) nous donneront alors, à Taide des valeurs précitées, 
d'abord pour les deux dérivées L et M, celles-ci : 

^ Csh a 



Quant à la troisième dérivée N, bien qu'on puisse évidemment 
l'obtenir de la même façon, le calcul en sera plus simple en 
tirant maintenant sa valeur de la première équation (50) qui, eu 
égard aux expressions (48) de L, M, N, peut s'écrire aussi bien 

T-^-h" M + — - N, d'où N = __ (-J L-- Ml 

et donnera par suite pour N, en tenant compte des valeurs pré- 
cédentes (60) de L et M, 

csh cr f— a sin (y — 6) ^ i /a sin (f — 6) .y ^ snh cr\ 1 

snli o L 'P csh vr csh' «j ^' \ csh c csb uj\ 

\ — a sin (y — 6) / i \ VX —a' \ 



(61) 



V csh'J 



snh or ^ \ csh' al <f/ csh' a 

_ 1 / — g sin (f — 6) csh' g -~ 1 ' \ \ \ 

^ \ snh a csh' X3 csh* ui 

il , , , snh cr . , 1 ■ \ 

= » _asin y^6)— — zfzl/l -«*___. 
♦ \ ^ 'csh'a^ csh'o/ 
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S"* Or, il est visible que ces expressions ainsi obtenues par 
cette seconde méthode pour L, M, N, coïncideront exaclemeni 
avec les valeurs (37) que nous avions déjà rencontrées par la 
première, à la seule condition de faire simplemeni dans lesdites 
valeurs r ==^ l/l — «'; et, par conséquent, ayant déjà vérifié, 
à Toccasion du calcul relatif à celte première méthode, qu*elles 
satisfaisaient bien à la condition d'intégrabililé, en premier lieu, 
la quadrature de la diiïérenticlle exacte 

(62) du = Idf -^ Mdf ■+■ Nrfa, 

L, M, N étant par hypothèse les valeurs (60) et (61) que nous 
venons d'obtenir, nous fournira encore , pour l'expression de u, 
celle-ci 

(63) M=: Wq -^ -— (a sin {f — 6) zf. V\ — a* snh o)» 

^ csh CT \ » / 

qui coïnciderait avec celle précédemment obtenue (38), en y 
faisant le même changement de constantes que nous venons de 
dire. 

4*" En second lieu, les trois équations (41) ou (43) étant donc 
déjà satisfaites par lexpression (63), supposée récrite successi- 
vement pour les trois coordonnées rectilignes, les trois équations 
suivantes (42) ou (44), qui deviennent en même temps 

PL" L" -f- QM" M"'-H RN " N' "= , 
PL "L' -4- QM'M' H- RN' 'N' = , 
PL' L" ^ QM' M" + RN' N"= 0, 

et qui doivent, avons-nous dit, se réduire à trois relations entre 
les six constantes d'intégration a et S, n'étant autre chose, pour 
le Cas actuel, que les trois équations de droite (107) de notre 
Chapitre V, se confondront semblablement avec les trois rela- 
tions déjà obtenues, lors du précédent calcul, pour représenter 
les mêmes équations, à savoir les trois relations de droite (39), à 
la condition d'y faire également r = ±1^1 — «S ce qui équi- 
vaut manifestement à leur adjoindre les trois équations de gauche 
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du même groupe, en conservant alors dans ces six équations les 
constantes y à titre de constantes auxiliaires : en sorte que nous 
retomberons dès lors littéralement ainsi sur la solution obtenue 
plus haut, entraînant par conséquent encore avec elle Tintcr- 
prélation géométrique que nous avons déjà formulée. 



III 



(II" Méthode : Forme primitive^ ou théorique.) — Bien que 
le problème particulier que nous nous étions posé soit ainsi 
complètement résolu de nouveau par les calculs qui précèdent, 
il ne sera pas sans intérêt de vérifier rapidement sur ce cas 
simple, avant d'en faire usage utilement dans la Note suivante, 
que nous fussions bien parvenus exactement encore au même 
résuliat, quoique d'une façon moins aisée, en nous tenant, pour 
la même recherche, au procédé exposé de prime abord dans la 
Note III, et sur lequel nous avons fondé la légitimité de Tautre 
procédé plus rapide que nous venons d employer. 

A cet effet, calculant les deux .quadratures suivantes, que Ton 
obtient sans peine 






o 



V + l/Varccos(^'V*), 



lyv^-"''^' = ^' «- - w^^^"^ " ) -*-^'"^*^"* {^=}' 



(*) £n eflfet, pour la première on trouve immédiatement 



i_v 



i\/l_vd* = i -J! dj> = 

f V *' * /i — 






v# 



(«) 



\/^.-v \/f.-» V?-' 



.^-zd^ 



2 !/>-*— V 



-l/v- -*^"'* 



l/l-(|/Vf)« 
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rintégrale complète correspondant à celle (8) de la Note III, à 
savoir celle (47) de la présente, sera dès lors, pour le cas actuel. 



(64) 



./ - U 1^, H- arc co8(^7^^,) J - \/i ~ V 

-+- 1/ V arc ces (^ v"^) -*- arc sin [y r^ <gl» ») H- W. 

D autre part, en différentiant en U et Y la même équa- 
tion (47), on trouvera 

n 

rfW /» — Urfa / U snh o \ 

-==?-♦- / — = • -♦- arc ces — • , 

J W-l—v ^-^^^^^ 



rfU 






et de même pour la seconde, attendu que l'on aura 



%/-^-o.=%/y('=-'"--^°'''°)_o.^%/v_„._vfg!;:f. 

V csh'a V csh*o V csh*o 



on trouvera de même aisément 



V csh« 



V ,,. csh'c — snb*B 

U« V dxs 






(6) 



V csh«o V csh'o V csh«cr 

V/V 

cshc/ — UcsbordtT 



\/'-"-hSf) 



- snh a\ • i/V — U«— U*suh»a 



d'où, en intégrait, les deux expressions marquées ci-dessus. 
(*) £n effet, les deux premières de ces intégrales ne sont autres, abstraction faite des 
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Pour calculer la fonction W à l'aide de ces deux équations, 
posant 

(65) P=:arccos| ''^" °J , Q = arccos (l^V-f), R ===apcsin f y ^^— -j-tgh a), 
celles-ci s'écriront, avec ces notations, 

ou bien 

et donneront, par suite, 

\ "~^'"l j7f*"^)=^'"(?""^"*'P)==s'"(f"-Q^sP4-cos(î>— 6)sinP, 
(«6) / 

/ cos(!2V^V — )=cos(Q4-R)=cosQcosR— sinQsinR. 

{ \ dW I 

Or, d'une part, les définitions (63) fournissent immédiatement 
les valeurs 



facteurs constants U ou I^V, que celles des deux expressions du dernier membre des 
égalités (g) ou (a) de la note précédente; et quant à la troisième, on trouvera semblable- 
ment, sans plus de difficultés. 



CSl»* O 


y-csh*cr — snh*o 


\/ ' - 


y. l/V / csh«a-snh'„_ »XV 



'(^•Sl) 



d'ob l'on conclura les deux valeurs écrites plus haut, valeurs que Ton obtiendrait éga- 
lement, bien entendu, mais d'une façon plus pénible, par la différentiation immédiate 
on U et V de l'expression (64j obtenue pour U. 



oosP = 



Usnhor 



cosQ = \/v^, 



(67)^ 



sinQ = =bl/l — VV'* = ±:<|''.-\/-î; — V, 

co.sR = zb\/ i =±\/ ^^ ==t: 



▼ CSllcr 



D'autre part, en tenant compte des expressions primitives (48) 
des dérivées M et N, ainsi que des valeurs (60) et (61) définitive- 
ment obtenues pour elles, et aussi de la valeur (57) trouvée 
pour U, qui donnera 

U^cshcT 

ces (ç» — 6) = , 

les valetirs de rang pair de ce dernier tableau (67) deviennent 



' drcshcrV/ U* r -i 

. _ ^ cshV dbcsh.N if: r -♦- asnhosin(© — 6) 

sinP.-== ■—^:::^^^ =r = ^^ ^^ — -^^ 

l^V — U* l/V— U' ^cshcl/F^* 

^''^ ( sinQ=±^».M==^'^^^'"<^-^^-^^^"H. 

Cshïr 



cosR 



ifc N rp [y -H a snho sin (f — 6)1 

1/ V— Ip ^ csh« cr V/'V - U' 

En remettant donc ces quatre dernières valeurs en même temps 



\ 



Ul 



que les valeurs de ranj;; impair (67) dans les deux équations (66), 
celles-ci deviendront 



Uipcsha r-^asnhosiQ(f — 6) 
« ti^cshol/V — U* 



. (dW \ , , UsnhcT 

-sm(-.e)=sm(,-.,.^^^^^ 

^ ^v/ ^ ^csh^ai/virïj* csha V v~u* ^ • 

On voit dès lors qu'il suffira de prendre exclusivement le 
signe supérieur dans la première ligne (68)ou seconde (67),et de 
même le signe intérieur dans les autres lignes des mêmes égalités, 
pour qu'elles se réduisent simultanément à celles-ci 

/«^w \ u r , . . /r . W 

— sinl -- — H- 61= — z=zi. snho sm (î> — 6)— —-4- snhcr sm(f — 61 » • 

cos^SV— j=\/ ^^— ^,^^j^[|rH-«snhnsin('^^ 
ou simplement 

et donnent par conséquent 



Ces valeurs satisfont bien, comme il l# faut, à la condition 
d'intégrabilité , car en représentant la première par W^ et la 
seconde par W2, et tenant compte de la définition y = l/l — a*, 
il est bien facile de vérifier qu'elle donneront 



t/U dS L> V — U* v^a^v—U? 



U2 



à la condition de supposer dans lesdites expressions (69) Tare 
sinus compris entre — f ®^ "^ i' ^^ ''^''^ cosinus compris entre 
et 7t, et, en les entendant ainsi, l'expression de Pinconnue W 
en résultera dès lors, conformément à notre théorie, par simple 
quadrature. 

Pour la calculer, partant de la seconde expression déri- 
vée (69) Wj ou ^ , puis faisant 



(70) 
et 

(7i) V 






d*où 



^«V = (V — U*) z\ 



_j!:i,.„.(..^,). 



rfV = — 



^r^Vhdz 



,«\«' 



(z'-r«y 



nous trouverons donc 



rfV -^C 



/1 — 2y'U'zrfz ,„ /arccosz.rfz 
— arccosz. — ; rr- -♦-C= — yv / T" "*" *' 
^_Uz_ (z'-rT J (z*-r*)t 

., — 1 fz arccosz 1 1 -t-y* — 2zn 

= — yU- —7 -«- - arc cos — j— 

r* Ll/z»— y* 2 1— y* J 



(*) 



(*) Cette quadrature; ne rentrant dans aucune des diverses catégories que l'on étudie 
généralement dans l'enseignement, semblera peut-être, pour certains Lecteurs, difiScile à 
calculer. Nous croyons donc devoir indiquer, pour l'obtenir, le procédé suivant, simple et 
commode, qui permettrait également de ramener à des types connus, d'une façon géné- 
rale, pour un entier quelconque n, le calcul des intégrales 



/arcsinz.djs 



Faisant, pour abréger. 



/arc cos z . dz 



/'arccosz.dz /^ 

(a) I = / _, J =, / 



j =s i arc cos 5î.dz 5= «arc cos 3—1/1 —2*, 



us 



Or, ayant, en vertu de la définition précitée de 7, 

(73) 1— y» =1— (4— «») = ««, 4 +y'=i +(1— «'), 
l-+-r*— art 2 — «» — 2z' 2(1— z*) 



(74) 



1-y' 



i. 



nous partiroDs de celte formule, que donne l'intégration par parties, 

= (2»~y«)-ï. J -l-/*(z«--7/«) ~i [(««— y*-hy*)arccos;5— zl/l— a'] d« 
=.(«*— r*)"t-J-t-y^ia*- r*) ' t arc cos a .rf«-t- /y*(a* — '►^) ~ i arc cos z.dz 



c'est-à-dire, en réduisant. 



(€) 



= - 



l/«« - r* 






ds. 



Or, la dernière intégrale qui figure dans cette égalité est très facile à calculer, car si 
l'on fait z* » u, on trouvera très aisément, en intégrant de nouveau par parties, 



\/T^ 1 



i4-r* 



arc cos — 

2 1 -r* 



En remettant donc cette valeur, ainsi que celle (a) de J, dans la formule de réduction (g) 
obtenue tout à l'heure, elle deviendra 



^____ h r'I -H I — - ■ — T- - arc cos 



\/z* - r' 






I — r" 



= 0, 



XI 



t4i 

et concluant, d*une part, des égalités (70), (73), et la pre- 
mière (71), 

y«V a«V — U« z \/y 

(75) ,_..=,___=__. ^p==--^, 

et d'autre part, des égalités précédentes (74) et (75), 

j î — r* "" ^« V — U* ~ ai(V_-U*) 

^ ^^ ' _ ««V — (2 -^ g») U' _ «» (V — U«) — 2 (1 — a*) U*_ ^ r'U» 



2- 



a* (V - U*) a« (V — U«) a* (V - U«) 

puis observant enfin que la constante d'intégration C est ici une 
fonction de l'autre variable indépendante U, le résultat obtenu 
tout à'^ l'heure (72) deviendra, en tenant compte de la se- 
conde (75), de la première (70), et de la dernière (76), 



(77) W=l/Varccos(r\/^^p^)-4.iuarccos(l-2^^ - *(U), 

expression qui, éiant différenilée en U, donnera, toutes réduc- 
tions faites, simplement 

- = -arc.«os(l-2-^-^)^*'(U). 

Égalant donc, en vue de déterminer la fonction *(U), celle 
dernière valeur à l'expression donnée (69) de W^ ou -^ , nous 
formerons ainsi l'équation 

78) -arccos i -2^- -^ *\U) = - 6 -h arc sin - ) 

et fournira par suite, en réduisant, pour l'intégrale demandée I, la valeur 

/ QTCCosz, dz — Ifsarccosz i l-+-r* — 2a*l 
= — — =-- -*■ - arc cos — , 

qui est celle introduite ci-dessus dans notre calcul. 



k. 



de laquelle nous sommes certains, n priori, que disparaîtra la 
variable indépendante V considérée en premier lieu. 
Effectivement, si nous posons pour un instant 

(79; S=arccos1l - 2 -i -^ . T«arcsin - 

réquation précédente (78) s'écrira à l'aide de ces notations 

(80) -S ^ *'(U) = -6 + T, ou — 2[l>'(U) -4-6] =S-^T; 
or^ les définitions (79) donnant immédiatement 

(81) C08S=1~2-, ~ -» sinT=- 



a i/vT. u' 
on en conclura 



(82) cosS= I — 2sin'T=cos2T, cos*T= 1 — 



U* 



w 



Par conséquent, les deux arcs S et 2T ayant le même cosinus, 
on aura dès lors nécessairement 

S qp 2T « '2kr, 

k étant un entier positif ou négatif. En prenant donc le signe 
supérieur, lequation de droite (80) se réduira simplemerii à 

*' (U) 4- 6 = — ftr, d'où * (U) == — (6 + At) U + const., 

valeur qui donnera par suite, en premier lieu, pour l'expres- 
sion (77) de W, celle-ci 

= U I — 6 - ^T-t--arccos f I —2— ^ ■ 1 n-l/Varccos ( r y J -♦-const; 

puis, en second lieu, en reportant cette dernière expression elle- 
même dans la formule (64), l'expression cherchée de h s'obtien- 
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dra donc par celle méthode, de prime abord, sous la forme 

r / Usnho\ i l\ ,r* ^' Y] 

,=,u[^,^6-.A.^arccos(j-;===)H--arccos^I-^^^ 

(83) / -hl/v arccos(l/V^)-*-nrcsin( y/ - — rr^tghaj -♦- arecos frY/ - — --1 

— V'^ — — V -♦- consl., 

à la condition d'y remettre, à la place de U et V, leurs valeurs 
ci-dessus trouvées, (57) d'une part, et (58) -(59) de Tautre. 
En ayant recours de nouveau à nos notations déjà usitées 
(65) et (79), et convenant de faire en outre, par analogie avec la 
définition (70) , 



(Vv^l 



(84) * — î> -- 6 — At , Z = arc cos z = arc ces [y 



puis rappelant enfin la valeur primitive (48) de M, le résultat 
auquel nous venons d'arriver (83) pourra s'écrire sous la forme 
abrégée 

M = - U (!2* -H :2P -♦- S) -+- I/V (Q -♦- R ^ Z) — o^M -h consl. 

Or, si l'on calcule alors, à l'aide des valeurs (67), (68), (81 ), 
et des autres analogues que l'on déduira des définitions (84) 
de <P et Z, les tangentes des deux expressions entre parenthèses 
que multiplient, au second membre de cette dernière égalité, les 
fadeurs g U et v^V, on trouve que ces tangentes sont l'une et 
l'autre égales à zéro (*). 



(*) Cette vérification, assez laborieuse, exige impérieusement, pour aboutir, un très 
grand ordre et une méthode très stricte dans les calculs. Voici, croyons-nous, comment 
on y devra procéder, sous peine de n'en pas sortir. 
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Lesdiles expressions elles-mêmes ont donc pour valeurs 
mit el wTT, m et n étant deux nombres entiers quelconques,, et 
dès lors la même égaillé se réduira simplement, en tenant compte 



Si, dans la formule classique 

tang (rt -H -H C) = •; ; ; , 

I— (igftïgc-t-lgcCgrt-t-igatg6) 
on suppose 

cJlo . . tfe G 

lang a = — , tang 6 = -r-, tang c = -- , 

A D {j 

il s'ensuivra que la condition, pour que la tangenle de la somme (a-^b + c) soit nulle, 
sera, dans cette hypothèse, exprimée par l'égalité 

(a) BCeil -^ (A llj) -t- ABC - A l&G = 0. 

11 s'agit donc de reconnaître que cette condition se trouve remplie séparément à l'égard 
de chacune des deux sommes (2«î> -+- 2P -t- S) et (Q -4- R -♦- Z). 
Dans ce but, tirant, d'une part, des définitions (84) 

ir ■ T sin2(p-0 2sin(f — ^)cos(9? — f) 
tang 2* = tang [-2 (p — ^) - Ut] = — = ^ L — Il L , 

(«') ( cosZ = r\/;;^ n-., sin« Z = 1 ^^ - = ^ i— , 

. ^ ^ l/«*v — u» ^ v/« V — u 

sm Z= ± -— — — — , tangZ= dz — —, 

V - U» yj/V 



et d'autre part, des formules (67), et (68) dans lesquelles nous avons pris, on s'en souvient, 
le signe supérieur pour la première ligne, et le signe inférieur pour les deux autres lignes, 

2csh aN.Usnho 
sId 2P = 2 sin P cos P = ^ , 

\}* snh« CT - (V — U* csh« t7) U»(l -+-2 snh» w) — V 

cos 2P = cos* P — sin* P = ^ = — , 

V - U* V — U« 

2 csh or N . U snh a 2^» csh* uN .«t csh orU. snh cr 

tancT 2P = - -— i ! . 

UMl -+- 2 snh* cy) - V ^«csh« or U*.(l -4- 2snh« o) — ^'csh« wV' 

sin Q ^m sin R l/vighcr 

tangQ = -—-=--—:-» langR = — - = ^— , 

cosQ j/v^ cosR N 

XI. 



U8 



de l'expression (60) obtenue définitivement pour M, à celle-cî : 

(85) w =- U. WT -+- l/v.wT H ; — (asin(» — 6) — r snlior) -♦- «„. 

2 </; csh o \ / 

Dans cette expression, les deux derniers termes renfermant 
déjà à eux seuls toutes les constantes arbitraires qui doivent. 



(«") 



et enfin des valeurs (82) et (81), 

sin* 5=1- cos« S = 1 -— cos* 2T •== sin* 2T = 4 sin" T cos* T, 

_ ^ r*V* «t (V _ ut) _ yt^ji ^ 4ytui i"^» (V _ tjt) ^ (i -, ^*) ut] 

«•(V-U«) «•(V — U») "" «4(v — U«)« 



cosSs= 



«*(v- u»)~2r«u» ««(V — u»)— 2(1— ««yu» ««v — u'-r'u* 



«« (V - U*) 



ot»(V-U*) ce«(V-U») 

^ csh a ^ cshci 



-n. 



-l/«*v — u« 



^ ^ sin s ^2yUl/««V-U» ^ '^* » 

tang S = = dz = dt , 

> ** cosS («•V-U«)-r*U' ^»csh«tar ^ '^*^*»*«^rT/ 

(at"V — L)"l — y". -^ U' 



(6) 



il résultera dès lors de ces différentes valeurs que, si l'on pose, d'une part, 

cit=B2sin(f -^)cos(î>-^), Aj = 1 -2sin*(f — ^), 

Ue>j = 2^ csh» wN .^ csh tarlJ. snh tar, b^ = ^*csh« w(J»(l-f-2snh*cr)-t;/«csh*wV, 

^ ^ ^ csh or, fcshw.y d>«csh»o J»»csh»or 

et a »' flf" 



et, d'autre part, 



(r) cil>s=-«^«M, A,=V/V^, lfii,=-l/Vtgha, B,=N, ©,= -»/ «*V-U*, C.=rl/V, 



on aura à la fois, en prenant le signe + dans la dernière ligne d'égalités {<x "), et le signe - 
dans la dernière ligne (a'), 



tang Q = — î-, 
Al 



tang2P=— i, 



Ci 

tang s = ^, 



tangR=_!, langZ = --i, 



et, par conséquent, le calcul proposé consistera simplement à vérifier qu'avec les valeurs 
(6) et [y) des gRo, ilî;, 9, e^ des A, B, C, soit pour l'indice 1, soit pour l'indice 2, la 
condition précitée (a) se trouve effectivement remplie. 
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d*aprLS notre théorie de la Note III, figurer dans la solution la 
plus générale, à savoir les deux constantes a et 6 introduites par 
Tintégration du système d'équations différentielles totales, et la 



ià) 



(e) 



A cet effet, remarquant tout d'abord que les valeurs indiquées pour U et V par les 
égalités (57), et (58} - (59), savoir . 

occos(f~s) ir 1 / ,y ^ \n 

"=-7^i;^' ^^^L'-cih^r"'^''""'^"^'^^'"'^ J' 

dont la seconde peut être réduite successivement, eu égard à la définition y— j/ 1 — ««, 

V= 1 csh'o — snh'cr— «*sin*(f — ^)-t-2«sin (jp — ^).ysnhar-+-oe'snh'cr | 

^* csh« a |_ J 

= — -— I l — «• sin* (p — ^) H- 2oe sin(p — ^) .>^sDh a -h a* snh* cr 1, 

^« csh* °^ L J 

donneront dès lors, étant considérées simultanément, 

«»V= — 1— sin"(f -ff)-+-(l — «*)sin*(p- ff)-»-2«rsin(f — ^)snh a-t-a*snh»or 

=3 «"cosVf— ^ )-+-«• jy*sin*(f—f)-t-2rsifl(?' -6) oesnhw-*-««snh*tT( | 

^»csh*o |_ ' J 

nous en conclurons, par conséquent, en premier lieu 



(>î) 



l/«*V-.U'=flt/^ 



ysiu (o» — ^) -+- « sob w\ 
^ csh cr / 



De ces expressions {$), (c), et (v)) elles-mêmes, on déduira ensuite, pour les valeurs des 
quantités fi| et G^ (g) ci-dessus, 

B, = ^«csb«aU*.(l-*-2sDh* cr) — ^*csh«a.V 
= a"cos*(^ — ff).(l-+-2snh*a)— [1 — a'sin*(f — o)-H2asiD(f— 0->'snhCT-4-«*snh*cr] 
s=«* [coà*(a»-^)-Hsin«(f — ff)]— [l-4-2a*cos*ia»— ^) snh* CT— 2a sin(f— ^).ysnb«r— «*sub*cf] 
= («*— 1) -ha*snb*cr[2cos*(P — — *] - 2« sin (^ — ^).ysnbcr 
^0j y = - 9/* -*- «« snh* cr 1 1 — 2 sin* {f — S)] — 2«ysin (f» — ^ ) snb w, 

a" «* 

== [r* sin* (jp — ^) -*- 2>'sin (^ — ^).a snb w -+- «■ snh« w] — y«.cos* (0» — ff), 
I = ot« snb* cr -4- 2«ysin (^ — ff) sob a -*- y* [siu« (j" — ^) — cos* {f — ^)] . 
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constante additive Uq, les deux entiers quelconques m et n qui 
multiplient les deux premiers termes constituent donc des arbi- 
traires surabondantes, dont Tintroduction dans la solution actuelle 



Ces résultais étant acquis, faisant maintenant, tant pour abréger l'écriture que pour 
faciliter la lecture des calculs, 



(0 



snbcj=:p, sin(a» — ^) = g, cos(f — ^) = V^l — g* = r, , 

les expressions précédentes (S), (e), et {y\\ ainsi que celles (60) et (61) de M etN, devien- 
dront, avec ces notations, 

^cshw' ^*csh*a * 

«(rg-f-«p) —{ocq-yp) ^{o,qp^y) 



l/«*V - U« = -^^-î^ ^, M = — ^^ ^-^, N = , 

^ csh ts ^* csh or . ^ csh* o 

de telle sorte qu'en transcrivant de même les valeurs (6) trouvées tout à l'heure pour 
Bi et Cl, les six quantités (g), relatives à l'indice i, seront alors, en ordonnant tous les 
différents facteurs par rapport à p, 

cili=2gr, tJÎ>j=:— 2(«9.f)-t-r)«^ P, Qi='2r.r.{otp-hrg\ 

et, par conséquent, la condition pour que la tangente de la première somme (2* -h 2P -♦- S) 
soit égale à zéro, sera exprimée par l'égalité 

= B^Cirvii -f- CjAj Ml), -H AjBjGt — 4 , (IfS^e, = dj, 

A| étant donc, pour abréger, la qif^ntité. 

Aj=: — [««(2</'^ - l).p*-t->rg-P-t-rT.[«V-+-2«yg.p-f-r*(2g*-l)].2gr 

-f- [u^p'* -f- 2«y g . p -f- r*^ ^2qr* — 1)] . (2g* —\) 2«r («g .p* -*- rp) 

' - (2g* - i).La« (2g* - 1 ).p* -<- 2«rg .p H- r*].2rr («p -♦- rq) 

- 2gr.2ar («gp* H- yp) . 2r'* («P -+■ rq)- 

De même, la condition pour que la tangente de la seconde somme (Q -♦- R 4- Z) soit 
nulle également, sera exprimée, eu égard aux valeurs (y), par cette autre égalité 

= B,C, Jl,, -f- C,A, tij,, + A,B,e, - Jlo, Uîj,G, 

= - N.rl/v ^*>i — rl/v . l/v^ . l/Ttgh ^ — t/v^ . n . l/««v - u* ; 

-♦- ^«M i/ "V tgh CT . l/«* V — l)« 

i/v r 

_- ^_ ^csb* cTiV.'y.,^2^;5|jçyj^ -i-r.4'*csh*cyV.snhcr 

^ csh^ «^ L 

-+- ^ csh^crN.^cshcr l/««V— U* - 0*csh5rM.snht!T.^cshCT|/a«V-U* 



^ csh* CT 



(X) 
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provient de ce que la détermination, tant de la fonction auxi- 
liaire W que de l'inconnue cherchée u elle-même, a été obtenue,- 
dans ce dernier mode de calcul, par la considération directe 
(et non plus, comme au Chapitre IV pour le Cas général, par 
Vinversion) , de quadratures transcendantes , qui comportent 
essentiellement, comme Ton sait, une infinité de valeurs répon- 
dant à la question. 

Partant de cette remarque, pour déterminer ces deux arbi- 
traires surabondantes m et n, différentions en ^ cette dernière 
égalité ; nous obtiendrons pour la dérivée ^ =» M la valeur 

^ (\ rfU (/l/V\ asin(^— 6) — r snha 

M = l-r wt-T — H n ; T » 

\2 d^ dif, I <p*cshcr 

c'est-à'dire simplement, en ayant égard à l'expression défini - 

on simplement A, « 0, A, étant cette fois la quantité 
A, "= -p csh* o'S y ^* rsh aM -♦ y. 4»* csh* cr V . snh ct 



-4-tI'Csh*oN.t^csbnrl/«n'*— -U-— «//'cshcrM snho pc^h^ pcshr::i''*^\ — IJ*, 
c'est-à-dire, en vertu des valeurs {i) ordonnées par rapport à p, celle-ci 

t^, = — («(y.p-+-y) r.(rp — irt/i-^r.UV-^-^ayg.p-t- 1 - «'gT-p 
— («g p-^y). » (ctp -^ yq)— {yp — eeq). p .ti(etp -^yp). 

La question étant ainsi posée, si, après avoir développé les deux expressions i}) et (x) , 
on les ordonne l'une et l'autre par rapport à p, de manière à les mettre sous la forme 

Ai = Gjp«4-H,p»-l-KiP»-t-lip-+-Ji, A, = H,p»-4- K,p*-+-l,p^J„ 

puis que , dans l'expres sion d e chacun d es coeffi cients ainsi calculés, G, H, ... J, on 
remplace partout r par 1^1 — g* et y par \/i - a^, auquel cas ils deviendront, sauf les 
facteurs 7 et r, des fonctions entières de g et de ar seuls, il sera très facile alors de 
reconnaître séparément que chacun de ces coefficients est bien identiquement nul : d'où 
il suit que l'on a, comme nous le disons dans le texte, 

tang (2$ -t- 2P -H S) = 0, et lang (0 -♦- R -♦- Z) = 0, 

c'est-à-dire, par conséquent, 

2* -I- 21» "h S = mn- et Q -+- R -4- Z = ht. 
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tive (60) de M, l'égalité : 

I r/(I di/w 
-m ----♦-« - - — = . 

Or, si Ton tient compte des deux équations (51), dont celle de 
droite donnera 

Uff, .2 l/V ^'f' 2 l/v * ^ 

cette dernière elle-même équivaudra par conséquent à celle-ci 

--f-mU + nl/v)=«0, ou mU -+- Î2nl/V = 0, 

laquelle, devant être vérifiée quels que soient (J et l^ V (attendu 
que Ton pourrait prendre évidemment pourvariable| indépen- 
dantes, à la place de <p, ^, etw, par exemple 'f,U,et l^V), exigera 
dès lors que les coefficients m et n soient séparément nuls. D où 
il suit que la solution à laquelle nous sommes arrivés (85) se 
réduira définitivement à 



-—— ( a sin {f — 6) — r snti v » 



" <fcsh 

et Ton retombe bien ainsi sur le résultat obtenu déjà dans les 
deux numéros précédents par deux autres procédés. 
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NOTE V 



SUR UNE DÉMONSTRATION ÉLÉMENTA1RE(*) DU THÉORÈME d'AbEL, POUR LE 
CAS PARTICULIER DES FONCTIONS HYPERELLIPTIQDES, RENFERMÉE IMPLI- 
CITEMENT DANS LES RÉSULTATS DE LA NOTE Ili PRÉCÉDENTE. 



La théorie que nous avons développée dans la Note III 
ei-dessus, comme seconde méthode pour traiter le problème déjà 
résolu dans notre Chapitre V, n'offre pas d'intérêt seulement 
quant à la question spéciale du Système triplement Isotherme, en 
vue de laquelle nous l'avons exposée ; elle met encore en 
lumière, d'une façon simple, l'un des résultats les plus considé- 
rables de*la Science moderne, auquel on arrive habituellement, 
dans les différents traités d'Analyse, par des procédés beaucoup 
plus élevés. Aussi ne résistons-nous pas, maintenant que notre 
tâche est accomplie, à l'envie de cueillir, avant de terminer, ce 
fruit mûr de nos recherches précédentes, qui s'offre ainsi sur 
notre route, suivant en cela l'exemple illustre de Jacobi, qui, 
rencontrant également le même résultat comme application de 
sa belle méthode d'intégration des systèmes canoniques d'équa- 
tions différentielles, ne trouve pas déplacé de lui consacrer l'une 
de ses Leçons sur la Dynamique (**). 

A la vérité, de même que cette démonstration de Jacobi, celle 
que nous allons présenter dans cette Note n'envisagera pas 
le cas le plus général des fonctions auxquelles se rapporte le 
célèbre théorème en question, et se contentera de l'établir à 



(•) Nous entendons par ce mot élémentaire une démonstration indépendante des consi- 
dérations d'intersection de courbes, empruntées à la Géométrie Supérieure, sur lesquelles 
on a coutume, dans les différents traités d'Analyse, de fonder la démonstration du célèbre 
théorème d'Abel. 

(•") VORLESUiNGEN OBER Dynamik, 30»ie Vorl., page 231. 

XII 
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propos des seules transcendantes qui viennent, par ordre de 
complication, imnnédiatement après celles que Ton étudie dans 
renseignement classique , à savoir les fonctions hyperelliptiques 
de la première classe; mais ce cas particulier le plus simple 
suffit parfaitement, comme on le verra, pour mettre en pleine 
lumière la proposition dont il s'agit, et permettre dès l'instant 
d en apprécier Timportance. C*est, au reste, ce que prouverait 
d'une façon péremptoire, s'il en était besoin, l'intéressante appli- 
cation que nous nous proposons d'en faire, après que nous 
l'aurons démontrée complètement de la manière suivante. 



Si dans les formules diverses et les différents résultats de la 
Note 111 ci-dessus, c'est-à-dire notamment dans les forpiules (48), 
(46), (66), et (87), nous convenons d'attribuer aux deux fonc- 
tions U et V deux valeurs constantes quelconques, les trois fonc- 
tions de ces variables 

W = - — 5^,U, V) -4- const, W, =— , W, = -, 

4a dV a\j 

se réduiront par là semblablement a de simples constantes; et si 
nous représentons dans cette hypothèse par F(p) le polynôme 
du cinquième degré 

(I) F(p) = n?)(p'+Ue + V), 

nous aurons alors, entre les quatre variables u, ly /x, y et les con- 
stantes U, V, a, 6, y, ou bien U, V, W|, Wj, suivant que nous 
supposerons le calcul effectué comme nous l'avons fait en réalité 
dans le second paragraphe de la Note 111, ou comme nous 
l'avions exposé tout d'abord dans le paragraphe 1 : dans la pre- 
mière hypothèse, les deux équations (66) et la solution (87), dans 



k 
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lesquelles X, Y^ Z représentent par définition les expressions 
(65), et qui sont par conséquent algébriques en \ fx, v ; et dans 
la seconde hypothèse, les deux équations (32), que nous récrirons 
alors, sous fornne condensée, ainsi qu*il suit 

et la même solution sous la forme primitive (49) ou (8), qui 
s'écrira avec le même mode de notation 

et pourra par conséquent être mise aussi bien, à Taide du sym- 
bole F, sous la forme 

ou mieux encore, en retranchant de cette dernière équation les 
précédentes (2), respectivement multipliées par les facteurs 
constants V et U^ sous cette autre forme, analogue à celle des 
dites équations (2), 

P^ i/F(p) 
en désignant, pour abréger, par W3 la nouvelle constante 

W3 = W^-^(VW.-*-UW,). 
Cela revient à dire, en résumé, que nous aurons alors entre les 



(5) 
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quatre variables ti, X, fji, v les trois équations 



P) 2/".^-".. S/'ré^-".. |/^-*^(.-w.>, 



7^ l/Fip) " f*/ »/F(^ " t/ l/F{^" 



qui peuvent être considérées comme constituant Tintégrale géné- 
rale, sous forme transcendante, du système d*équations différen- 
tielles simultanées 

(4) 2-:;^=o. 2^=0, ^A^u.éu. 

7^l/F(p) ^V¥^) pl/F.p) 

pendant que les trois équations précitées (66) et (87) de la 
Note 111, savoir 



(aX -♦- 6Y -4- rZ)* — (a'a* +. 6'€* -4- cV') — (A + f* + y) = U, 
/6c ca a6 \« /a' 6* y«\ 

(6) aX H- 6Y -+- rZ = r/.(u — Uo), 

constitueront pareillement, mais sous forme algébrique cette fois, 
rintégrale générale du même système (4). 

C'est donc le Théorème d'Abel, pour les fonctions hyperellip- 
tiques de la première classe engendrées par rirrationnellel/F(p), 
qui ressort ainsi d*une façon inopinée des raisonnements et des 
calculs que nous avons présentés dans la Note III, sous la forme 
même où Jacobi rétablit dans ses Vorlesungen (*), et que nous 



(*) c Dies sind die transcendenten Integralgleichungen des Systems gewOhnlicher 
» Differentialgleichungen (4), wâhrend in (5)-(6) die algebraischen Integralgleichnngen des 
» nâmlichen Systems enthalten sind. 

» In dieser algebraischen Intégration der Differentialgleichungen (4) besteht das 
» il6e/sche Theorem, » dit textuellement Jacobi, en substituant toutefois, pour l'adap- 
tation de ce texte à la démonstration ci-dessus, le numérotage de nos propres équations 
à celui du passage en question des Vorlesungen (30»^ Vorl., p. â34, en haut). 

Pour faire d'ailleurs coïncider litiéralemen: les formules de l'illustre Auteurt tant avec 
celles c[ue nous venons de donner, qu'avec celles que nous allons présenter ulténeurement 
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rencontrons de notre côté, comme conséquence de la double voie 
que nous avons indiquée, successivement dans le premier et le 
deuxième paragraphe de cette Note, pour obtenir la solution du 
problème que nous nous proposions d'y traiter. 

Toutefois, comme ce n'est pas précisément sous cette forme 
que ce même théorème est présenté dans plusieurs traités 
d'Analyse, nous croyons utile de faire voir également que l'autre 
énoncé , sous lequel on le trouve habituellement formulé, peut 
se déduire aussi bien de nos calculs antérieurs avec la même 
facilité C). 

Pour cela, remarquant en premier lieu que les trois équa- 
tions (3) envisagées tout à l'heure offrent ce camctère commun 

que les premiers membres rentrent tous dans le type 2à J ^ — 

pour les trois premières valeurs entières w =» 0, i , 2 et que, eu 
égard à Téquation (6), le second membre est dans cliacune une 
fonction algébrique des variables X, u, v (cette fonction se réduisant 



dans cette Note, il suffira d'établir simplement entre les deux systèmes de notation la 
corrélation suivante 

_ 2A' 2B' 2C' 

< = A'' H- A'W„ «; = B" ^- B'W,, «; = C" -4- C'W„ 

ir, = X, a?. = Y, a?, = Z, >< = ?, n = 3, ./=F, 

1 
a^ = a*, ai = 6*, aj^c*, c = V, Ci = U, c, = -/i = l, 

c' = ^w„ c;=iw., i-=-\à.u, T^lrf.W,, 

moyennant quoi, les formules (3), (8), et (9) de la démonstration précitée de Jacobi, ainsi 
que la formule sans numéro qui précède ces deux dernières, se confondront lUtéralement 
avec nos propres formules (21), (3), et (4) empruntées à la présente Note. 

(*) Jacobi, en effet, dans le passage précité des Vorlesungen, ne prend pas la peine 
d'établir la concordance en question, qu'il laisse à la sagacité du Lecteur le soin de recher- 
cher et de vérifier. 
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même à une simple constante pour les deux premières), il est 
bien facile de voir que Ton pourra déduire successivement des 
précédentes une équation présentant le même caractère pour 
chaque valeur entière et positive de l'exposant m. 

En effet, tout d'abord, pour la valeur suivante m<»3, la 
différentiation des dites équations (3) fournissant immédiate- 
ment les trois équations suivantes (4), si nous posons pour un 
instant 



(7) 



ê = 



dX 



I/fTÂ) 



f = 



df. 



l/FÔÔ 



l/FH 



CCS trois équations (4) établissant alors entre les trois inconnues 
I, ï), !; le système linéaire dont le dénominateur commun sera le 
déterminant A, savoir 



A? -4- (*if -H yÇ = , 



A = 



i, 1, 1 

A, (t, y 
A», f.', .' 



elles fourniront donc pour ces trois inconnues les valeurs 

(8) | = -(v-^t).2(/.rftf, , = -(A— v).2d.rf«, !; = -(^-A).2rf.du, 

d'où Ton conclura par conséquent pour la différentielle de 
l'expression précitée 



p'dp 



A'rfA 



t^'df. 



: = a'§ -4-(t')f ■*■ -A 



pl/F(p) l/F(Â) l/TÔT) l/F(v) 

= l.[(y _ (.) A» -»- (A - y) f*' -- (f. - A) y»] 2rf.rf«, 



c'est-à-dire, en Taisant attention que la valeur du déterminant A 



(ii) 
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nesi autre que la quantité que nous avons appelée 6 dans notre 
Chapitre V [équation (H 5)], savoir 

(9) A = (v-fx) X* + (A-v)a.' -+- (ot— A) v' =- iii—u) (y-A) CA-p) « 8, 

puis ayant égard de plus à la seconde formule (59) de la Note lil, 
on trouvera pour l'expression de la différentielle en question : 



p'I^fV) 



e 



Or, comme, d'autre part, la première équation (S) et l'équa- 
tion (6), dans lesquelles U est par hypothèse une simple con- 
stante, fournissent immédiatement la valeur 

A -^ P -♦- V = (aX -♦- 6Y -♦- rZ)' — (aV -♦- 6'6' -*- cV) — U 
= d*.(u — Wo)' — (aV -♦- 6*6* ^ cV -♦- U), 

régalité précédente (10), devenant par la substitution de cette 
dernière valeur 

5 -^-^ = ^d.\d\{it — u.Y - (aV -♦- b'e -*- c\^ -♦- U)l du, 

= 2rf'. (w — Mo)' r/tt — 2 (a*«* -♦- 6*6' -^- cV -♦- U) r/ . rfw , 

donnera tout de suite, en intégrant, puis ayant égard de nouveau 
à l'équation (6), 

5 /^-^:zL: = -rf' (w-«'o)'-2(aV ♦ 6'6*-4.cWU)rf.(M— t/o)-f-con8l., 
P^ i/F(p) ^ 

=.-(aX . 6YH-rZ)'— -i(aV-f-6*6VcV•-^U)(aX-^6Y-4.rZ)H-consl., 
o 

c'est-à-dire encore une expression algébrique en \ fji, v. 

Or, ce résultat suffit pour établir le fait que nous avons 
annoncé tout à l'heure, car le degré du polynôme sous le radical 
F(p) étant 5, un procédé de réduction exposé dans la plupart des 
traités d'enseignement classique permettra d'exprimer toutes les 
intégrales telles que f ~Lz, pour une valeur entière et posi- 
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tive quelconque de Texposant m, en fonction linéaire des quatre 
premières intégrales seules, savoir celles correspondant aux deux 
valeurs et 1 qui sont dites de première espèce, et celles corres- 
pondant aux valeurs 2 et 3 qui sont dites de seconde espèce. Et dès 
lors, en ajoutant ensemble les trois égalités semblables qui four- 
niraient Texpression d*une même intégrale du type précité, 
respectivement pour les trois valeurs p = ^, /x, v, il est bien évi- 
dent que Pon obtiendra ainsi pour la somme 2à I — : une 
expression de même catégorie analytique que chacune des quatre 
sommes analogues correspondant aux quatre valeurs ci-dessus 
spécifiées de Pexposant m, savoir, m«=0, 1, 2, 3, c'est-à-dire 
par conséquent une fonction simplement algébrique des varia- 
bles \ /X, V. 

Plus généralement, si Ton convient de représenter, quel que 
soit p, par Up le radical \/F(p), ou, ce qui est la même chose, la 
fonction de p déterminée parTéquation algébrique 

(12) „t-/-(p)(p»+Up^V) = 0, 

il y a lieu de se demander à quelle catégorie analytique appar- 
tiendra, en tenant compte des équations considérées (3), ou (S) 
et (6), l'expression d'une somme d*intégrales telles que 

Z /(p(Up, p) rfp, (p désignant une fonction rationnelle à la fois par 

rapport à p et à u^. 

A cet effet, opérant à Tégard des trois équations de défini- 
tion (65) de la Note III, comme nous le faisons à la fin du 
Chapitre V, à propos des équations (155), nous mettrons ce 
système sous la forme équivalente 

I X* Y* Z* _ 

— ■ > 



a* -V A 6* -4- X C* H- A 

X» Y' ^* 



^/Tt-:-^::ï-:-:.= ^' 
^1, 



X' Y* V 
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qui montre que les trois coordonnées >, fx, v sont les trois racines 
de réquation du troisième degré 

a' -♦- p 6' H- p c -*- p 

ouy ce qui est la même chose, sous forme entière, de Féquation 
^(p) = 0, en désignant par <^(p) le polynôme 

(X* ' Y' Z' \ 

a -♦- p -*- p c -f- p / 

c'est-à-dire en développant, puis en ordonnant par rapport à 
rinconnue p, 

5f(p)= - [X»(5»-i-p)(c'+p) H- Y*(c' H- p)(a»+p)^-ZV-*-p)(fc"-^ p)] 

^ ^ =P»^-[o«h-6'h-c«-(X*4-Y'-hZ«)|p«-*-[ ]p 

+ a'5V— (6VX*-f-cVY*H-a»5*Z*) = 0, 

et, par conséquent, que Ton a les relations 

(16) /(p) = (p_A)(p-^)(p-v) 

— (A H- f* -♦- v) = a* -f- 6« -f- c» — (X' -f- Y' -4- Z») 



^^ ^^ ( — Af*v « a»6 V — (/i'c'X' H- cVY« -*- o'6'Z'). 

Ces dernières valeurs étant donc substituées dans les deux 
équations (S), en tenant compte en même temps de la relation (64) 
de la Note III, savoir 

(48) «' H- 6* ^ r« = i , 

les transformeront dès lors dans les suivantes 

D « (aX -4- 6Y -•- rZ)* - (aV -♦. 6'6' ^ cV) 

^ («» H- 6» H- r*)[a^ H- 6» -f- c» — (X« +. Y* + Z*)], 

lf>c „ ca „ a6 „\* 

V= -aX-*.--6YH- — rZ 
\o 6 cl 

-H /l| + ^^ -,. L'j [a«6V - (5VX« -♦- cVY»-*. aWZ»)], 
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ou, ce qui est la même chose, en changeant tous les signes, 

— U = (a' -4- 6* + r') (X» H- Y« ^ Z*) — (aX -+- 6Y -♦- yZ)' 

_ [(«« ^ 6* -+. r') (a' -♦- 6* -*- c«) — (aV -+. V& h- cV)], 

_ V = ( 1 -4- ^, ^ ^ ) (6VX» -f- cVY' -♦- aV>«Z*) 

— (l.6cX-f. ^caY -♦- - .a6zV-a*6V f "^ -*- !^ -^- ^1' 
\a b cl W o' c'/ 

c'est-à-dire finalement, en vertu de l'identité de Lagrange, 

— U= (yY— 6Z)'-*- («Z — rX)'-H (6X — «Y)' 

' ^ --V = a'(rY-6Z)*-t-6*(aZ-rX)'-*-c'(6X— aY)* 

De cette nouvelle forme des équations (5) ressort immédiate- 
ment une conséquence importante que leur forme primitive n*eùt 
pas permis d'apercevoir, à savoir que les trois quantités X, Y,Z 
sont de simples fonctions linéaires de u ; car, si, en vue de déter- 
miner leurs expressions en fonction de cette variable. Ton intro- 
duit, à titre d'inconnues auxiliaires, les trois quantités 

(J9^î») 3& = rY— 6Z, g' = aZ-rX, 5E>==6X-aY, 

lesquelles seront astreintes par conséquent, par leur définition 
même, à vérifier les équations 

( «3&^6?TH-r5î>=rO, SGx + ?Ty-*-5î>z = o, 

(20) < 

( Ô& H- ?T -+- 2^ = (6 - r) X -f- (r — a) Y -4- (a - 6) Z, 

et si Ton désigne alors, pour un instant, par H et K les deux 
constantes 

/ao«>I.^ l H == e»* -^ 0«* ^ ic' ^ a')6* - («* ^ 6*)r'- U, 
^^" ^ I K « 6 Va* -♦- cV6* -H a^b'r' — V , 
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l'ensemble des six équations (20),(19),ei (6), auxquelles devront 
satisfaire simultanément nos six inconnues 3G, ?, 2s», X, Y, Z, et 
qui seront, étant récrites avec ces notations, 

(20**') \ 3&%- ??-*. 2^* = H, (6_y)X + (r— a)Y + (a-6)Z=-SG-^?T4.^, 

a*9&Vfe^?TVc*i)*= K, «X -4- 6Y ^ rZ = ^/.(u — Wo), 

se partagera, comme on le voit, en deux systèmes partiels : celui 
de gauche, dont tous les coefficients sont constants, déterminant 
évidemment en premier lieu les inconnues auxiliaires SG, 9 , ^, 
sous la forme de simples constantes; et, parlant de ce résultat, 
celui de droite déterminera ensuiie les inconnues X, Y, Z, 
sous la forme d'expressions linéaires de u que nous représen- 
terons par 

(21) X = A'«-*-A', Y = B'm + B", Z = C'm + C", 

A', B', C, A", B", C" désignant des constantes qui seront évidem- 
ment dès lors des fonctions algébriques des arbitraires a, 6, y. 

Ces préliminaires étant admis, revenons à présent à l'expres- 
sion susmentionnée 2y9(W/>, p) dp, dont nous nous proposons de 

reconnaître la nature analytique, Up désignant le radical V^F(p), 
lorsque, prenant pour <p une fonction rationnelle à la fois par 
rapport à p et à ti^, Ton supposera toujours les variables >, fx, v 
liées entre elles par les mêmes équations (5), U et V étant encore 
des constantes données. 

Nous y arriverons aisément, à l'aide des résultats qui précèdent, 
en empruntant comme point de départ les conclusions de la 



(*) Ces équations reproduisent, par le moyen de la clef indiquée dans la note de la 
page 157 ci-dessus, les trois premières équations (3) de la démonstration précitée de 
Jacobi (page 232 des Vorlesungen). 
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théorie classique déjà rappelée un peu plus haut, et qui se for- 
mulent, pour le cas du polynôme du cinquième degré F(p) = ti^, 
par régalité suivante (*) : 

H- / (A 4-Bp 4-Cp* 4- Do^j ^ 4- \ / — ^-t-consl, 

^ ' l/F(p) rJ P— '•l/F>) 

<pi et ^^ désignant deux fonctions rationnelles de p seule, et 
A, B, Cy D, r, et R^, étant des constantes déterminées, qui dépen- 
dent seulement, évidemment, des coefficients de cp et de F. 

Partant de là, nous obtiendrons donc, en ajoutant les trois 
égalités semblables pour les trois hypothèses p = >, |j, v, 

2 A(tv, p) rfp = 5 <i>i(p)^F(r) -4- 2 /^«{p)''p 

9^ VY{^) JJ V^F(p) ^J i/F(p) -fJ i/F(p) 

^ 2 R' f 2 f ^^-=:V^^"^'- 

^ K?^ (p-r)l/F(p)/ 

expression dont nous connaissons la nature de tous les termes, 
en y supposant introduits les résultats précédemment acquis, 
sauf en ce qui concerne le dernier seulement. 

Pour le calculer également, nous remarquerons que la diffé- 
rentielle de la quantité écrite entre parenthèses dans ce terme a v 
pour valeur, en introduisant d'abord les quantités auxiliaires (7), ^ 
puis tenant compte des expressions (8) et (9), et aussi de la rela- 
tion (16), 



(*) Voir, si Ton veut, à ce sujet, Hermite, Couru d'Analyse de l École Polytechnique, 
Tome 1, pp. 294-295, ou bien Jordan, Idem, Tome II, pages 30 ei H5. 
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(24) 



dx 



dfi 
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dv 



P(p-r)\/F(7) x-rVT{x) fi^r\/¥[fjL) y— rl/PiM 



À— r 



\ \ 2rf/A^— V y- A A — M 

fA — r y — r \r — A r — fL r — -jI 



du 



2d (Ax— y).(r— iu)(r-y)-i>(y— A).(r-y)(r— X)>h(a— ^).(r— X)(r— A^) 
e (r — A)(r — A*)(r — y) 

2rf (^ — y) ^y -H (y — A) y A H- (A — fL) XfjL 



du 



du^ 



expression dont le numérateur n'est autre, ainsi qu'on le recon- 
naît tout de suite, que la valeur (9) de 6 changée de signe, et 
dont le dénominateur, qui est, d'après la définition (14) de la 
fonction <^(p), et en tenant compte des valeurs (21), 

^ ' L a* -♦- r 6* -*- r c^ -^ r J 

peut dès lors être présenté sous Tune ou l'autre des deux formes 

(25) ^ (r) = Gy -h 2H,tt -*- K, = G, (« - p^) ( w — </,), 

les coefficients 6^, H^, K^, ainsi que les deux racines p^, q^, qui 
sont par conséquent des fonctions algébriques de la constante 
envisagée r, dépendant de même algébriquement des constantes 
arbitraires a, 6, y, par l'intermédiaire des coeflRcienls A', A"..., 
B', ... C", d'après ce que nous avons dit plus haut (p. 163). 

En tenant compte de ces deux observations, et prenant pour la 
quantité <^(r) la seconde expression (25), comme la différentielle 
en question (24) se présentera alors sous la forme 

^ dp M — du —'^df du du \ 

7 (p^r)l/F>) "" G^(u-pr)(u-'qr) ~~ G^(p,~qr,) U~p^ u-qj 

on trouvera donc, en intégrant, eu égard aux deux valeurs 



p, = -(-H,-^l/HÎ-G,K.), 



9, = -r-H,-l/HÎ-G,K,), 
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pour Texpression que nous nous proposions de calculer : 

: ">g »- const. 



(25-) 2 f ^-= = ""' I 



(26) 



Et dès lors, en remettant au second membre de Tégalité (23) 
cette dernière valeur, ainsi que celles indiquées par les quatre 
équations (3) et (11), puis représentant alors, pour simplifier, 
par W la constante arbitraire W = AW^ h- BWj, et désignant 
enfin à nouveau par G la constante introduite par la quadrature 
considérée, Ton voit que l'expression en question se présentera 
sous la forme 



les coefficients qRo, llb, G, et (D étant des constantes, ou dépendant 
algébriquement de a, 6, y, d'après la première égalité (11), de 
même que G^, H^, K,, p„ et 9^, et la constante d'intégration C 
devant évidemment, pour la plus grande généralité possible, être 
envisagée comme dépendant d'une façon tout à fait indéterminée 
des différentes constantes qui entrent dans les autres termes du 
même développement, c'est-à-dire, par conséquent, en particulier 
des arbitraires a, 6, y. 

Si Ton tient compte alors de Téquation (6), ainsi que des défi- 
nitions [formules (65) de la Note III] des symboles X, Y, Z, et si 
l'on se rappelle en outre la nature analytique de l'intégrale de 
toute fonction rationnelle, on aperçoit alors de siiite que le 
développement précédent comprendra, en sus de la constante 
d'intégration C, des termes de deux catégories différentes, les uns 
simplement algébriques en X, |ui, v, et les autres logarithmiques; 
car, après avoir remis au second membre de l'égalité (26), à la 
place du troisième terme, la valeur qui résulterait du calcul 
effectif de chaque quadrature, savoir 

(27) 2 f^^ (p) </p = 2 ^5 (p) + 2 2 Ce log (p - c), 

qJ p c p 
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*3 désignant encore une fonction rationnelle, il est bien clair que 
la partie rationnelle de celte dernière valeur élanl réunie au 
second terme du développement (26) ainsi qu'au polynôme en ti, 
formera une première partie algébrique en \ u, v, et que sembla- 
blement les termes logarithmiques de cette même valeur (27), 
étant réunis à ceux figurés par le dernier terme du même déve- 
loppement, formeront au second membre de cette égalité (26) 
une seconde partie de même nature : de telle sorte que, finale- 
ment, le résultat auquel nous venons d'arriver affectera en résumé 
la forme suivante 

(28) ) 2 / ^ ("/" P)^P ^ ^ ^"'' 6, r) -^ ^ (^ f^, V, a, 6,r ) 

' -+- 2 +'(''' ^' ^) ^^s ^i (^ A'» ''• «> ^> y)^ 

i 

la fonction ^ étant, comme nous l'avons dit, complètement indé- 
terminée, et les trois symboles % <p«, et % désignant à présent 
trois fonctions simplement algébriques par rapport à toutes les 
quantités qui figurent dans leur algorithme (*). 

Ce résultat, toutefois, n'offre encore que peu d'intérêt sous sa 
forme actuelle, et n'est susceptible ainsi d'aucune conclusion 



(*) La formule de réduction en éléments simples de toute intégrale hyperelliptique (22), 
sur laquelle nous avons basé notre démonstration, n'est pas indispensable, en réalité, pour 
arriver au résultat ^28) que nous venons d'établir. On peut également y parvenir sans sup- 
poser la connaissance de celte formule, dont la démonstration est longue et laborieuse, et 
que Ton ne trouve pas dans tous les traités d'Analyse, en invoquant à la place les pro- 
priétés connues des fonctions symétriques des racines d'une équation algébrique, et 
empruntant seulement à la théorie précitée, relative aux intégrales hyperelliptiques, la 
proposition très simple, établie en quelques mots, qui en forme le point de départ, et 
consistant en ce que « toute fonction cp (u^, p), rationnelle à la fois par rapport à p et 

<&-'p) 

» à u - a= l/F(p), peut être mise sous la forme $1(0) -h -— , 4>| et 4»a étant deux fonc- 

l'' F(p) 
» tions rationnelles de p. » 

En effet, ces deux fonctions $1 ei $3 donnant naissance à des développements tels que 

J *i(P}rf? = *5(?)-+-^Gc!og(p— c), ^,(p) = 2iP„p'"-4-Z "'^.^ i 

4>3 désignant une nouvelle fonction rationnelle, et c, r, Ce, Pm, Qn.r, étant des constantes 
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pratique, parce que, dans celle dernière égalité, une seule des 
trois variables \ fx, v, demeure arbitraire, v par exemple, ainsi 
que deux des constantes a, 6, y, du moment que, par hypothèse, 
ces constantes, d'une part, satisfont à la relation (18), et les 
variables >, fx, v, d'autre pari, aux deux équations (8) dans les- 
quelles U et V sont de même des constantes données. II 



(a) 



faciles à déterminer, l'on trouvera donc successivement, en partant de la proposition que 
nous Tenons de rappeler, 

=*,(p) H- 2 c.iog(p-c) + 2 p„ / -^^ 

- «/ l/F(p) 
H- ZQ».»- / (P— ^)" — z=: -+- consl., 

et nous obtiendrons par conséquent, en ajoutant les trois égalités semblables pour les 
trois valeurs p — >, /», v, et désignant par C la constante d'intégration, 

2i /<p(«/>,p)c^p = c -+- 2 <>, (p) -*- 2 c, z log (p — c) 

- \?J V/F(P)/ "•' ^^J (P — r)'»l/r(p)/ 

La question se réduit donc à reconnaître la nature analytique de chacune des deux 
expressions écrites entre parenthèses qui figurent dans les deux derniers termes de ce 
développement. Or, rien n'est plus facile, en se basant sur les résultats antérieurement 
acquis. 

En effet, elles ont respectivement pour différentielles 

pm^p \^d\ fjL'^dfi -i^d'j 



(6) 



P l/F^) l/F(>) l/FW l/FM 
V <i? dX du 



.0 (p_r)«l/F(p) (;_r)«t/F(;) C«-r)«i/'FM (v_r)''l/FM 
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acquerra, au contraire, une signification et une portée considé- 
rables, si on le transforme par le moyen des deux opérations que 
nous allons dire, auxquelles on se trouve tout naturellement 



quantités qui, étant récrites à l'aide des variables auxiliaires (7), deviendront, eu égard 
aux valeurs obtenues plus haut (8) et (9), 



9 l/F(p) 



(r) 



e 

ci? Ç 



2d T 

= — ■ [(V — ^) a™ H- ( A — v) A*"* -4- (/* — >) v«J du 



p (p-.r)«l/F"(^ <^-^)" ^Z*-'')" ^^-^)" 

ârfTv — u, X V u — ^1, 

= _ î— - ^ H -i:^ — -. du, 

e 1_{X — r)" {fjL — r)» (y — r)» J 

et représenteront dès lors, comme l'on voit, deux fonctions symétriques des racines >,/*, v 
de l'équation (15) ou (d3). 

Pour la première, cette fonction est entière, car le facteur entre crochets peut être 
écrit, en changeant son signe, 

(/t« — v) V" ■+- (v — A)/*"» -4- (> — fi)-/" =(/jt, — v) A"» — > {/*"• — v™)-*-v/a'" — ^^v"* 

= {fJL — v) a™ — i (/*"» — v")'h-^v(/a"»-*-t-v»»-*), 

expression dont chacun des trois termes est divisible isolément par ji - y. Dès lors, étant 
symétrique en A. /*, v, du moment qu'elle admet le facteur |i— v, elle admet forcément par 
cela même les deux autres facteurs homologues v — À et A - /*, et par conséquent le 
facteur (9). 

La première des deux différentielles (6) étant ainsi une fonction entière symétrique des 
trois racines >, ft, v, est donc, en vertu de la propriété rappelée tout à l'heure, une 
fonction entière des coefficients de l'équation (45), c'est-à-dire, par conséquent, d'après les 
valeurs (21), une fonction entière de u dont les coefficients dépendent algébriquement 
de «, ^, y ; et dès lors il en sera de même de son intégrale, c'est-à-dire de la première des 
deux expressions envisagées, laquelle, eu égard à l'équation (6), se trouve ainsi être une 
fonction algébrique à la fois de ;, ft, y, et de «, €, y. C'est le résultat déjà reconnu un peu 
plus haut (pp. 4o9-'160), en invoquant la formule de décomposition des intégrales hyper- 
elliptiques que nous nous proposons d'éviter dans cette note. 

De même, pour la seconde des différentielles («y) ou (€), le facteur entre crochets étant 
visiblement une fonction rationnelle symétrique des mêmes racines >, p., v, sera par 
conséquent aussi une fonction rationnelle de la variable m, dont les coefficients dépendront 
encore algébriquement de «, €, y. Son intégrale par rapport à m, c'est-à-dire la seconde 
des deux expressions à calculer, sera donc celle d'une différentielle rationnelle de u : d où 
il suit qu'elle se composera d'une partie rationnelle en m, et d'une somme de termes loga- 
rithmiques tels que Cf log (m — c ), dont tous les coefficients, tant d'une partie que de 
l'autre, seront toujours des fonctions simplement algébriques des arbitraires «, S, y. 
En reportant les deux valeurs ainsi obtenues pour les deux intégrales des différen- 

XIII 



((î) 



(S) 
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conduir, si Ton cherche à obtenir une interprétation plus claire 
et plus symétrique de cette même égalité (28). 

1° Nous y introduirons, comme constantes arbitraires, à la 



lielles (6) dans les deux derniers termes du second membre de l'égalité (a), puis cela fait, 
réunissant ensemble, séparément, d'une part, les parties entières et rationnelles en n, et 
d'autre part tous les différents termes logarithmiques, il est clair alors que nous obtien- 
drons pour l'expression en question (j.) un développement tel que 

^ I ?(Wp,p)rfp=C-^ 2i4>5(p)-*-2iCc2iiog(p— c)-4-<l>(ii)-*-2iC,log(ti— c,), 

$ désignant une fonction rationnelle complètement déterminée dont tous les coefficients, 
de même que les C. et c.j dépendront algébriquement de «, ^, y, tandis que la constante 
d'intégration C devra évidemment, pour la plus grande généralité, être envisagée comme 
dépendant, au contraire, d'une façon indéterminée de toutes les constantes qui entrent 
dans l'expression intégrée, c'est-à-dire en particulier de «, ^ y. 

En remettant donc dans le second membre de l'égalité {(^, à la place de m, sa valeur 
tirée de l'équation (6), et ayant égard aux valeurs de X, Y, Z, nous trouverons dès lors 
pour cette même quantité une expression de la forme 

2i ycpCvp p)dp = ^(«,^,r) 

la fonction >/» étant donc complètement indéterminée, et les symboles Y, '/'^et Y, désignant 
cette fois trois fonctions simplement algébriques par rapport à toutes les quantités qui y 
figurent : ce qui est précisément le résultat auquel nous arrivons dans le texte, en partant 
de la formule de décomposition des intégrales hyperelliptiques. 

Toutefois, bien que cette démonstration, ainsi présentée, soit aussi satisfaisante que 
celle développée ci-dessus, elle n'éclaire pas cependant la question d'un jour aussi com- 
plet, en ce qu'elle ne fait pas voir avec ceriitude, comme elle, que lorsque l'intégrale 
/V ^'V» 9^^P contiendra des intép^rales de troisième espèce, la partie logarithmique exis- 
tera alors forcément dans le second membre de la formule (s) ou (28), et par suite aussi 
ultérieurement dans celle (32) du théorème d'Abel. Car, en supposant que dans la fonction 
rationnelle ^l'o), ainsi que dans celle en u dans laquelle se sera transformé, par le pro- 
cédé que nous avons dit, le second membre de la seconde équation (y), l'on ait fait appa- 
raître, par la division algébrique, la partie entière, si, après cette opération, les parties 
rationnelles restantes sont telles l'une et l'autre que le degré de leur dénominateur 
surpasse d'au moins deux unités celui de leur numérateur (et rien ne montre qu'il n'en 
sera pas ainsi), il pourra parfaitement arriver (on doit au moins le penser en l'absence de 
toute raison contraire) que les intégrales des deux fonctions rationnelles précitées soient 
purement rationnelles, en p, ou m, auquel cas les termes logarithmiques feront évidem- 
ment défaut, du même coup, dans le second membre des formules (^) et (f ) : éventualité 
que ne comporte pas au contraire la démonstration exposée dans le texte, pour la même 
hypothèse de la présence d'intégrales de troisième espèce dans l'intégrale hyperelliptique 
proposée. 
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place de «, 6, y, les valeurs particulières >o> f^o de X et fx, corres- 
pondant, en vertu des deux équations (5) ou (19), à une valeur 
numérique arbitraire vq de la variable v (0 par exemple). Pour 
cela, il suffira de faire v = vo dans ces deux équations (19), puis 
de résoudre alors par rapport à a, 6, y les trois équations dont on 
aura par là la disposition, savoir 

a» ^ g« ^ y« = i 

(rYo-eZo)' -*- («Zo — rXo)' -4- (6X0 -.«Yo)* 
(iL9) l = (6- -f- c*) a' ^ (c* H- a*) 6* -^ (a' -h 6*) r' - U, 

a' (rYo — 6Z0)* -*- 6' (aZo - rXo)* -4- c* (êXo — aY„)' 
= 6«cV -+- cV^' -+- a*6V' — V, 

Xq, Yq, Zq étant ce que deviennent les expressions (65), données 
dans la Note III pour X, Y, Z, lorsque l'on y écrit Aq, ^xq^ v© res- 
pectivement à la place de >, fx, v ; et enfin, de remettre les valeurs 
algébriques ainsi obtenues à la place de a, 6, y dans ladite égalité 
(28), opération qui la transformera dès lors dans la suivante 

(30) ^ P^ ' 

-^ 2aw, (a., Mo) log n, (A, M, V, >o» A'o)» 

la fonction w étant encore complètement arbitraire, et les sym- 
boles n,Grj, et Oj désignant de nouveau trois fonctions algébriques 
par rapport à toutes les quantités qui y figurent. 

D^ailleurs, si Ton élimine en même temps, par un procédé 
quelconque, les mêmes quantités a, S, y entre les trois équations 
précédentes (29) et les deux équations primitives (5) ou (19), 
comme celles-ci se trouveront alors remplacées par deux équa- 



(*) Noos n'écrivons pas v„ dans l'algorithme de ces équations, non plus que dans les 
suivantes, parce que, par hypothèse, cette quantité n'est plus, comme >o, Mo, un paramètre 
variable (pouvant par suite être considéré comme fonction de ), [&, v), mais un nombre 
fixe quoique arbitraire. 
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(ions algébriques dont nous indiquerons plus loin la forme expli- 
cite, et que nous représenterons en attendant par 

(31 ) <y, (A, a, V, Xo, yuo) = 0, <^î (A, fi, y, >o» A«o) = 0, 

OU bien par 
(Si»»") F. (X, Y, Z, Xo, Yo, Zo) = 0, F, (X, Y, Z, Xo, Yo, Zo) =0, 

suivant que Ton aura adopté la forme (5) ou la forme (19) pour 
les équations précitées, il sera donc plus symétrique et plus 
rationnel de considérer dorénavant, non seulement dans ces deux 
dernières équations, mais aussi dans Fégalité en question (30), 
i, /ut, V comme arbitraires, et Xq, ^iq comme deux fonctions de ces 
variables déterminées par ces deux mêmes équations. 

2*" Nous éliminerons alors, par simple soustraction, la cons- 
tante d'intégration C = m (Xq, f^o) (qui, étant une fonction indé- 
terminée de ^0» 1^0» pourrait introduire ces variables sous forme 
transcendante), entre Téquation obtenue tout à Theure (30) et 
celle que Ton en déduira en faisant v = vq. savoir 

^ / 9 ("p« ' f o) (ho = S7 (>o. f^) -^ n ^^Ao, iWo, Vq, Ao, fl,) 

-*- 2àm^ (Ao, f£o) log n, (Ao, //o, ^0, ^0^ f^\ 
t 

ce qui conduira définitivement à Fcgalité 

^ Ac'^p' p) «'p ~ 2 / 9(''p,, po> ^^po 

= 5^(A, /t^, V, Ao, /Mo) -*- 2 n7,.(Ao, fi^i) log F,. (A, fz, y, Ao,A^), 

dans laquelle, les limites supérieures l, p., v des intégrales de la 
première somme demeurant arbitraires ainsi que les limites 
inférieures, supposées constantes, de toutes les intégrales envi- 
sagées, ^0, iXq désignent par hypothèse les fonctions de ces varia- 
bles déterminées par les deux équations (31), et <^, ^jj^, et F, 
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désignent de nouveau des fonctions simplement algébriques de 
toutes ces différentes quantités. 

Si Ton fait attention que les deux équations algébriques (31), 
non linéaires en Xq, |Xq, ne suffisent pas à déterminer entièrement 
à elles seules ces deux quantités, et qu'il resterait, pour une pré- 
cision complète, à définir, à Taide de considérations accessoires, 
le chemin décrit par chacune de ces variables >o, po, pour chaque 
chemin arbitrairement choisi des variables indépendantes X, fx, v, 
Ton voit que le signe de chacune des deux différentielles dpo, 
demeure en réalité, jusqu'à plus ample explication, indéterminé 
dans réquation précédente, car il est évident que, pour un même 
élément de chemin décrit par la variable po» le signe de la diffé- 
rentielle e/po changera suivant le sens dans lequel cet élément 
sera décrit. Nous n'aborderons pas dans cette Note ce dernier 
point de la question, nous bornant à faire observer qu'en raison 
de cette réserve, la même égalité que nous venons d'obtenir 
pourra aussi bien être écrite en affectant du signe -f-, au lieu du 
signe — , la seconde somme du premier membre. 

Sous le bénéfice de cette observation essentielle, nous pourrons 
maintenant formuler l'énoncé suivant, que nous croyons avoir 
démontré complètement par les calculs qui précèdent, et qui con- 
corde exactement, pour l'équation algébrique envisagée (12), 
avec celui que l'on donne généralement du théorème d'Abel (*) : 

Théorème. — Si l'on désigne, quel que soil p, par Up la fonction 
de p définie par l'équation algébrique u' — F (p) = 0, F (p) étant 
un polynôme du cinquième degré, n^admettant que des facteurs 
simples, mais quelconque d'ailleurs, équation que l'on pourra 
évidemment, en réunissant ensemble deux de ces facteurs, toujours 
présenter sous la forme 

«;- (p -*- «')(P ^ '>')(P -*- c*)(p* -+- Up -*. V) = 0; 



(•) Voir, par exemple, Jokdan, Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, Tome II, 
S 348, pages 347-349. 



(32) 



(33) 
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par (f (Up, p) une fonction rationnelle à la fois par rapport à p 
et à Up\ et enfin par \, (Iq les deux fonctions de >, /ut, v déterminées 
par les deux équations algébriques (31) ou (3 !***•), l'on aura^ 
quels que soient les valeurs finales de l, pi, y, et les chemins décrits 
par ces variables (les valeurs initiales étant également arbitraires, 
mais fixes), en choisissant convenablement le sens des chemins 
décrits sous ces conditions par les variables Iq et pt©, l'on aura, 
disons-nous, l'égalité 

[ /?(«<>, A)r/A^-y9(l/^, f4)df^-^f(p{u^, v)rfv-4-/9(w>., Ao)f/Ao-*-/(p(M^., fZo)dfZo 
=<?(A, u, V, Ao, A«o)-+- 2 /; (>o» f^) log F, (A, fi, y, Ao, A«o^ 

les trois fonctions ^, fi, et F, étant trois fonctions complètement 
déterminées, simplement algébriques par rapport à toutes les 
quantités qui figurent dans leur algorithme. 

Nous calculerons effectivement, dans le paragraphe suivant, 
quoiqu*avec d'autres notations, les deux équations algébriques 
(31) ou (31*''') relatées dans l'énoncé qui précède, car les deux 
équations (40), dont il est question plus loin dans ce paragraphe, 
n'étant autres, en vertu de leur définition même, que lesdites 
équations (31^^'), dans lesquelles on aurait écrit, par exemple, 
^b f^i' V| ^ 1^ place de X, pi, v, et \, ii^, v^ à la place de Xq, ixq, vq, il 
est bien clair dès lors, en se reportant à la forme explicite (48) 
que nous obtenons ultérieurement pour ces mêmes équations 
(40), que les équations en question (31"*) seront elles-mêmes les 
suivantes 

(YZo — ZYo)' -f- (ZXo-XZo)* H- (XYo— YXo)' 

.ju-(fe«^.c»)}(X— Xo)' -*-|u-(r*^tt'){:Y-Yo)' -H ju— («'■»- 6*){(Z-Zor==o, 

a* (YZo - ZYo)' -4- 6» (ZXo — XZo)* -*- c* (XYo — YXo)* 

H- (V — 6 V) (X - Xo)' -4- (V — c'a') (Y - Y»)* h- (V - a*6*) (Z - Z^f = O ; 

et il est très digne de rémai*que que cette forme explicite se 
trouve obtenue par cette voie beaucoup plus aisément qu'à l'aide 



175 

du procédé théorique^ basé sur la considération d*interseclions de 
courbes, sur lequel on a coutume de fonder, tant la démonstra* 
tîon que lemploi, dudit théorème d*Abel (*). 

La démonstration que nous venons de donner de la formule 
(32) permet d'apercevoir aisément, et d une façon très claire, 
quelle forme particulière affectera son second membre dans 
chaque cas, suivant que Ton supposera le premier membre com- 
posé, d'intégrales hyperelliptiques de première espèce seulement, 
ou bien de première et de seconde espèce, ou enfin, comme cas 
le plus général, des trois espèces à la fois d'intégrales hyper- 
elliptiques de même origine, nous voulons dire engendrées par la 
même irrationnelle VF{çi). 

En effet, la réduction aux éléments les plus simples exprimée 
par la formule (22) n'étant évidemment possible, d'après les 
procédés mêmes à l'aide desquels on l'établit, que d'une seule 
manière pour la même fonction 9 (u^, p), supposer que l'inté- 
graley* (p (w^, p) dp n'est composée que d'intégrales de première 
espèce, c'est donc admettre que le développement exprimé parla 
formule (22) se réduit au seul terme y* (A -*- Bp) -^, auquel 

cas celui exprimé par la formule suivante (23) se réduira mani- 
festement à la valeur constante C -»- AWj -+• BWj = C -*- W. 
Va dès lors, il est clair que les deux opérations ci-dessus spéci- 



(*) En suivant cette méthode, l'on aura à calculer d'abord l'équation du second degré 

(a) Ap; -4-BPoH-C = 0, 

qui admet pour racines les deux fonctions )o et /ao, équation dont les trois coefiBcients 
A, B, G étant rationnels en ;, ^, y, U'^, u^, u^, (Jordan, Ibid , § 348, p. 348, en haut) 
seront dès lors simplement algébriques en /, {a, y, après que l'on y aura remis, à la place 
de U)^y Ufx, M y, leurs valeurs de définition 

(6) to = l/FÛI, f/^^^V/ï^s ' Uv = l/F>). 

et qui fournira, par conséquent, de même que nos équations relatées ci-dessus (31), deux 
valeurs simplement algébriques des inconnues ^o, ^^>, en fonction des variables >, /«, v. 
— Or, le calcul effectif de l'équation que nous venons de dire (a) sera beaucoup moins 
facile et moins symétrique que celui qui nous conduira dans le paragraphe suivant aux 
équations précitées (48), qui ne sont autres, sauf les notations, que lesdites équations 
demandées (3i»»««) ou (31). 
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fiées l"* et ^ (pages 170-172) conduiront à la valeur pour le 
second membre de la formule (32), c*est-à-dire que dans ce 
premier cas, la partie algébrique et la partie logarithmique 
seront nulles à la fois. 

Semblablement, supposer que la même intégrale n*est com- 
posée que d*intégrales de première et de seconde espèce, c'est 
admettre que le développement précité (22) se borne à son troi- 
sième terme seulement, auquel cas le suivant se réduira aux 
seuls termes C -+- W ■+- cIUm^ -+- i^v!^ ■+■ Gu h- (D, et par suite 
encore celui d'après (23) à ses deux premiers termes : d'où il 
résulte évidemment, qu'après les susdites opérations 1" et 2" réa- 
lisées, le second membre de la formule (32) se réduira simple- 
ment à la seule partie algébrique ^(k, fx, v, Iq, i^q). 

Enfin, l'on voit tout aussi clairement que lorsque l'intégrale 
en question renfermera dans son expression (22) une ou plusieurs 
intégrales de troisième espèce, il existera dès lors forcément, dans 
chacun des développements (23), (26), et (28), autant de termes 
correspondants compris dans la dernière somme des seconds 
membres de ces équations, c'est-à-dire que la partie logarith- 
mique existera nécessairement au second membre de la formule 
envisagée (32). 

La propriété remarquable que nous venons d'établir s'applique 
en réalité, non seulement aux intégrales hypereliiptiques à propos 
desquelles nous l'avons démontrée, mais encore à toutes les inté- 
grales analogues ycp (Upyp) dp, cp désignant toujours une fonction 
doublement rationnelle, en prenant alors pour la fonction Up toute 
fonction algébrique de p, c'est-à-dire en supposant cette fonction 
définie par l'équation la plus générale F(iip, p) = 0, enlière à la 
fois par rapport à p et à fi^ : intégrales auxquelles on a donné le 
nom d'intégrales abéliennes en raison de cette propriété 
commune, et aussi à titre d'hommage à la mémoire de l'illustre 
Géomètre qui l'a découverte, et qui a ainsi posé le premier les 
fondements de leur théorie. 

Ce fait étant admis, les caractères que nous venons de recon- 
naitre au second membre de la formule (32), suivant que son 
premier membre se compose d'intégrales hypereliiptiques de pre- 
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mière espèce seulement, ou de première et de seconde espèce^ ou 
qu'il y entre des intégrales de troisième espèce, pourront servir 
alors, par voie d'extension, de base pour la classification des inté- 
grales abéliennes en général, et c'est justement pour cela que 
nous avons tenu à les faire ressortir avec évidence tout à Theure; 
c'est-à-dire qu'une intégrale semblable y<p (up, p) dp sera dite, 
ou bien de première espèce si, relativement à elle, le second 
membre de la formule (32) se réduit à zéro ; ou bien de seconde 
espèce, s'il se réduit à une fonction simplement algébrique des 
variables p; ou enfin, de troisième espèce, s'il existe dans ce 
second membre une partie logarithmique. 



II 



Nous allons indiquer maintenant une application importante 
que Ton pourra faire des résultats qui précèdent. 

Désignant de nouveau par F (p) un polynôme du cinquième 
degré, n'admettant que des facteurs simples, mais quelconque 
d'ailleurs, supposons que nous ayons marqué sur le plan 
représentatif de la variable imaginaire p les cinq points qui 
seront les aflGxes des cinq racines de l'équation F(p) = 0; et 
comme, parmi ces cinq points, l'on pourra toujours évidemment 
en prendre trois, que nous marquerons A, B, C, de telle façon 
que les deux autres, marqués D et E, soient situés en dehors du 
triangle ABC, représentons par — a^, — 6^, — c* les trois racines 
correspondant respectivement aux trois affixes A, B, C ainsi spé- 
cifiées, par U et V la somme et le produit des deux autres racines 
changées de signe, enfin par po une constante arbitrairement 
choisie sous la seule condition que son affixe R soit située à Tin- 
térieur du triangle ABC. 

Ayant admis ces définitions qui permettront, en particulier, 
de mettre encore le polynôme F(p) sous la forme déjà considérée 
tout à l'heure 

(34) F (p) = /•(?)(?' H- Up -*-¥), 



(35"') 



178 

supposons que Ton se propose d'étudier les deux fonctions bien 
déterminées des variables indépendantes û et t; (*) 

(35) X— <p(ï/, v), y«^(i«,l)), 

définies par les deux équations transcendantes 

bi.\ /"^ ^p _ /*^_A_ - r^ p^p . /'^ p'^p 



ro ro Po P« 

auxquelles on attribue la dénomination de fonctions hyperellip- 
tiques de la première classe, et qui, dans la succession naturelle 
des transcendantes engendrées par lopération de la quadrature, 
sont celles qui s'offrent immédiatement après les fonctions ellip- 
tiques. 

Dans cette pensée, considérant seulement, pour un instant, les 
intégrales rectilignes relatives aux cinq droites RA, RB, RC, RD» 
RE, désignons simultanément paru' Tune quelconque de ces 

intégrales pour le premier type de quadrature / r;='> et par 

tù" Tintégrale correspondant à la même droite pour le second 

W® /tTst;' ®^ de même, représentons par Q! une somme 

c/ K F (P) 

p. 

de multiples quelconques des périodes pour le premier de ces 
types, et par ^la quantité analogue, c'est-à-dire la somme des 
mêmes multiples des périodes correspondantes pour le second 
type en question. 

Ces nouvelles définitions étant admises également, si Ton 
convient, pour plus de clarté, d'écrire dorénavant entre paren- 
thèses les intégrales supposées expressément rectilignes, l'on 
aura, comme on le sait, pour un même chemin quelconque 



C) Voir à ce sujet, si Ton veut, un Mémoire important de Jacobi inséré au Journal de 
Crelle. (Tome XIII, p. 55.) 
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allant du poiot fixe po au point variable p, les deux égalités con- 
nexes (*) 



VTQ) 



Po ^'' Po 

J 

Po ■" 'P, 



l/F(p) 






d'où il suit que les équations envisagées tout à l'heure (SS*"') 
équivaudront à celles-ci 



et pourront par conséquent être écrites tout aussi bien, en retran- 
chant la quantité 2a)' des deux membres de la première, et de 
même la quantité 2(o" des deux membres de la seconde : 



y r/p 



(35*") 



ro ro 



= w — 2«', 



Po ^" Po 



l/F(p) 



/ 



'"-f^ - 5-.. 

l/F(7) 



Gela étant, si l'on introduit à présent la considération des deux 
nouvelles fonctions, analogues aux précédentes <p et <{' (55), 



(56) 



a- = 4> (M, u), 



y = »P(M,»), 



(*) Voir, si l'on veut, Briot et Bodquet, Traité des Fonctions Elliptiques, § 118, 
page 485, en haut. 
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définies cette fois par les deux autres équations transcendantes, 
qui ne diffèrent des précédentes (35^**) que par le signe de la 
seconde intégrale des premiers membres et le symbole adopté 
pour les variables indépendantes, savoir 

"9 ro ro ro 

les périodes de ces fonctions et ^ étant encore évidemment 
celles des fonctions cp et tp (*), les équations qui précèdent (35**') 
donneront donc, avec ces nouvelles définitions. 



( a: = <t> (M — 2», u— 2ûj"), 
( y = W(u — ^\ ÎT— 57'), 

égalités dans lesquelles xeiy désignent toujours, par hypothèse, 
respectivement les mêmes valeurs que dans les équations anté- 
rieures, et qui, fouï*niront dès lors, étant rapprochées de celles 
posées en premier lieu (35), les relations 

!(p(w, ir) = 4>(u — âûT",!? —2»^), 
4;(w,i7)=U<'(M — 2û)', u— -2«"), 

à l'aide desquelles l'étude des fonctions considérées de prime 
abord cp et ij; se trouve ainsi ramenée à celle des fonctions $ et ^ 
que l'on vient d'introduire. Or, la propriété fondamentale de 
celles-ci ressortira, comme on va le voir, de nos théories exposées 
précédemment, à l'aide de calculs beaucoup plus commodes et 
plus symétriques. 

En effet, appelons (ii,fx^,vi), Q^i^H^v^ deux systèmes de 



(*} Voir à ce sujet PuiSEUX, Recherches sur les Fonctions Algébriques, % 58, Journal 
de Umviile (Tome XV, pp. 463-465). 
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valeurs des variables X, p, y astreints à la seule condition de véri- 
fier tous deux, pour un même choix des constantes arbitraires, 
les deux équations intégrales que nous avons obtenues entre ces 
variables dans la théorie ci-dessus, soit sous la forme transcen- 
dante des deux premières équations (3), soit sous la forme algé- 
brique (5) ou (19); c'est-à-dire que, par hypothèse, nous aurons 
à la fois, toujours avec le même mode de notation condensée, 
d*une part 



(58) 






ro 






2/ 

ro 



l/F(p) 



^ 



= W. 



et d'autre part les quatre égalités 



(58''") / 



(rY, -êZ,)' -^ (aZ, — rV -^ {6X, — «YO* 

— [(6* H- â) a* -H (c' -^ a') & + (a* -4- 6') r'] h-U = 0, 
a'(rY, - 6Z,)' -f- 6' (aZ, — rX,)' -^ c' (6X, — aY^)' 

— {^ï'âo} -^ c'a'ê* -^ a*6V') -f- V == 0, 

(rYs-êZ,)'^ -*- (aZj-rXî)' -H (êXj — aY,)' 

— [{6' -^ c'-) a^ -*- (c' -f- o*) 6' -♦. (a» -^ 6*) r'] + U =0, 
a» (y Y, — 6Z,)' -+- 6* (aZ, — r X,)* -4- c' (êX, — «Y,)» 

— {6'c V ^ cVê* -4- o'ôV) -*- V = 



X-i, Yj, Zj,X2, Y2,Z2 étant ce que deviennent respectivement 
les expressions (65) de la Note III pour les deux systèmes de 
valeurs considérés des variables X, fx, y. 

On obtiendra donc, en éliminant par simple soustraction les 
constantes arbitraires W| et W^ entre les quatre équations trans- 
cendantes (38), 
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}[{ y^k) l 



'^t </p 



= 0, 






Po 



^F(p) 



Po 



ou, ce qui est la même chose sous forme explicite, en séparant 
en deux membres : 



i«*i d(L /'ittg dtJL 



/ rix dx rh dx \ / rf^^_dj^ rt^ dfjL \ 

Po P» Po Po 






(39) 



p. 



y F (y) 



p. 



rfv 



Po Po ro Po 

Po ^ p. ^ ' 

Semblablement, en éliminant, à Taide des procédés classiques, 
les trois arbitraires a, S, y entre les quatre équations algébriques 
(38^*') et la condition (18) posée en introduisant ces constantes, 
équations qui sont toutes entières et du second degré par rapport 
à ces mêmes quantités. Ton obtiendra deux nouvelles équations, 
complètement analogues à celles (31^^') du paragraphe précédent, 
et que nous représenterons en conséquence par 



(40) 



Fj (Xi, Yi, Zi, Xj, Yj, Zj) = 0, 



Fj (Xi, Y|, Z„ Xj, Yj, Z,) = 0, 



les symboles F| et F^ désignant de nouveau, par hypothèse, les 
deux mêmes fonctions, entières par rapport aux six quantités 
X, Y, Z dont elles dépendent, qui figurent déjà dans lesdites 
équations (31''''), équations que nous calculerons effectivement 
tout à rheure, ainsi que nous Tavons déjà annoncé. 



\ 



(4i) 
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Ces préliminaires étant admis, si Ton convient de faire à 
présent 

I^F(Â) ^/ |/F(x) " J V/F(Âj ^ l/F(Â) 

Po Po Po Po 

Pq ro ro ro 

auquel cas les équations ci-dessus (39), pourront s'écrire, en ren- 
versant dans chacune les deux membres, 

Po ^ ' Po Po Po ^ ^ 

il est clair que Ton aura simultanément, d'après les définitions 
exprimées par les égalités (56)-(36"'), 

!A, = 4>(w,,i;,), ^2 = ^(Wi,Uj), 

Vi = W (lli H- Mj, V, -+- Va), y^ = 4>(W| -t- W,, t?j -f- Vj); 

et par conséquent, en remettant ces valeurs dans les expressions 
(65) de la Note 111, prises successivement pour l'un et l'autre 
des deux systèmes de valeurs considérés des variables \ p, v, Ton 
obtiendra ces expressions : 



cV^ 



^(Uu «4)][a*-+-^(Ws,V2)] [o*-4-^(M4-4-tl„ Vj+tJj)] 



(a» — 6*)(a' — c*) 



)^ V (6* — c*)(6* — a*) 



-*-!?,)] 



t,=\/!^ 



•*(«li "«)] [c'-^*(Wj,Vj)] [C*-*- W(M,-t-M>, »,-+-»,)] 



(c'-a')(c' — 6') 
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j ' '^ (6* — c')(6' — a') 



v 



(c*-a*)(c* — 6*) 



En supposant donc calculées, de la façon que nous avons dit 
tout à rheure, les deux équations représentées par les deux ci- 
dessus (40), et y remettant maintenant à la place des X, Y, Z les 
valeurs que nous venons d'écrire, ces deux équations seront 
alors, comme on voit, deux relations algébriques entre les deux 
fonctions 

(45) ^ (m, -4- «2, Vi -H «j), W (Ml -t- Mî, Vi H- Vj), 

relatives à la somme des arguments quelconques (U|, %), 
(^1» ^î) (*)* ^' les quatre fonctions semblables 

^(M|»Vi), 4>(Mî,Vt), W(w,,v,), ^(Mî,!;^), 

relatives à ces arguments eux-mêmes, relations qui détermi- 
neront dès lors les deux premières en fonction des quatre 
autres. 

Ce seront par conséquent les formules d'addition de nos deux 
fonctions hyperelliptiques 4>et^, définies par les équations (36) 
et (36''')- 



(*) Les quatre arguments «i, t/j, Mj, v^ sont en réalité complètement indépendants les 
uns des autres, et doivent être considérés dès lors comme entièrement arbitraires, car il 
est facile de voir qu'il en est bien ainsi des quatre fonctions inverses de celles-là d'après 
les équations de définition (4i), savoir îij, /^ et |i.|, y^. En effet, entre les neuf quantités 
«> ft 7> >i» V-i» ^1» ^s> H-s» ^ï» ^®s calculs antérieurs établissent seulement les cinq relations 
distinctes (18)et(38*''''),d'oU il suit que quatre d'entre elles demeurent complètement arbi- 
traires, et rien n'empêche évidemment de prendre pour ces quatre là les quantités >| , >j, 
/*!» /*a : auquel cas les équations précitées (44) montrent alors que U| et v^ d'une part, 
puis Us et v^ d'autre part, seront elles-mêmes entièrement arbitraires. 



/ 
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Si Ton veut posséder sous forme explicite lesdites formules 
d'addition, toute la question se trouvera donc réduite désormais, 
d'abord à calculer effectivement les deux équations figurées dans 
les raisonnements qui précèdent par les deux équations (40), 
puis, après substitution à la place des X, Y, Z des valeurs (44) 
et (44^"), à les résoudre alors par rapport aux deux expressions 
(45). Nous allons, en conséquence, effectuer ici complètement la 
première de ces deux opérations, c'est-à-dire l'élimination des 
trois constantes a, 6, y entre les cinq équations (18) et (38"*); 
puis nous indiquerons dans quelles conditions se présentera la 
seconde, c'est-à-dire la résolution des équations ainsi obtenues ; 
et enfin nous vérifierons sur un exemple simple l'exactitude des 
résultats auxquels nous serons arrivés. 

A. A cet effet, nous remarquerons tout d'abord que, dans le 
groupe d'équations (38"'), l'on pourra remplacer, soit les deux 
premières équations, soit les deux dernières, par deux autres 
en présence desquelles l'opération demandée deviendra alors 
beaucoup plus facile. 

En effet, si nous introduisons de nouveau, pour un instant, 
comme dans le paragraphe précédent, les inconnues auxiliaires 
eX») cT> %9 ainsi que les constantes H et K définies respectivement 
par les formules (19"') et (SO****), en ayant égard en même temps 
à la signification convenue des indices 1 et 2, il est clair que le 
système des cinq équations proposées (18) et (38''*') pourra être 
écrit à l'aide de ces différentes notations : 

I a -t- o H- y = 1, 

(46) j sG>g'>2j>;=H, «'x;-K6'g'>c'^;=K, 

Or, ayant reconnu plus haut, à l'occasion du système (20'*'), 
que les trois équations de gauche de ce système assignaient aux 
inconnues auxiliaires ÔC, ?T, %> des valeurs constantes déterminées 

XIV 
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(47) 



Ton aura» par conséquent, dans la question actuelle, 3Qn «» S&î9 
;|y^ = ^j, j;, = %^; c'est-à-dire les trois équations 



yY,-6Z,=rY, — 6Z,, 



6X| — aY| «=c 6Xj — aYj, 



ou, ce qui est la même chose, celles-ci 



y(Yi-Y,)-6(Z,-Z,), 



«(Z,~Z,)-r(X,-X,), 
6(X,-X,)-=«(Y.-Y,), 



lesquelles, se réduisant manifestement à deux, tiendront lieu, par 
conséquent, soit de la seconde, soit de la troisième ligne d'équa- 
tions du système précédent (46). 

Substituant donc ces deux équations à celles de la dernière 
ligne de ce système, et tenant compte en même temps de la 
première, ainsi que des définitions précitées (19"") et (20"') des 
symboles dC, ^, iio. H, et K, la question proposée sera donc rame- 
née à éliminer les trois constantes a, 6, y entre les quatre équa.- 
tions, homogènes par rapport à ces quantités, 

(rY, — 6Z,)* -î- («Z, - rX,)* H- (6X,--aY,)* 

— [(6V Oa»-4- (c'-f. o')6'-^ (o*-f- 6')y «] -^ U(aW 6«+ r«) = 0, 
a»(rY, — 6Z,)* -+- 6«(aZ. - rX,)» + c«(6X, — aY,)« 

— (6*cV -h c'o'6' -f- a»6V*) -+■ V(a' -♦- 6* -♦- r ') == , 

a 6 r 

X| — Xj Y| — Yj Z| — Z2 

opération dont le résultat s'obtiendra dès lors évidemment en 
remplaçant simplement dans les deux premières de ces équations 
les constantes a,6,y par les differencesXi -^ Xj, Y^ — Yj.Z^ — Zj, 
qui leur sont proportionnelles. 

Or, cette substitution, supposée introduite dans les trois quan* 
tités o%i,?i, ^1» donnant pour résultat, quanta la première, 



(48)^ 
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l'expression suivante 

3G, = rY, - 6Z, = (Z, - Z,)Y, - (Y, - Y,)Z, = - (Y,Z,- Z,Y,), 
et, par conséquent, pour leurs carrés, les trois valeurs 

S(;î=.(Y,Z,-Z,Y,)*, ?j; = (Z,X,-XA)', 2^Î=(X,Y,-Y,X,)% 

en remettant dès lors ces expressions à la place des carrés qu'elles 
représentent dans les deux premières équations (47), puis effec- 
tuant la même substitution dans les autres termes de ces équa- 
tions, l'on obtiendra donc définitivement, pour les équations (40) 
qu'il s'agissait de calculer, les deux suivantes 

(Y,Z,-Z.Y,)' ^ (ZA-X,Z,)' + (X,Y,-Y,XO' 
.)U--(6«+O((X,>-X,)'-*-)U~(c*+a')|(Y,~Y0VjU-(a'+6«){(Z.-Z,)'=O, 
a' (Y,Z, - Z,Y,)' -*- 6'(Z.X, ^ X,Z,)* + c«(X,Y, — Y,X,)» 
+ (V-fcV)(X,— X,)' -*■ (V-cV)(Y,-Y,)' H- (V-aV)(Z,~Z,)'«0, 

lesquelles représentent ainsi, d'après ce que nous avons dit plus 
haut, sous une forme concrète très claire et très facile à saisir, les 
formules d'addition des fonctions hyperelliptiques (36)-(36"')> 
en entendant que les X, Y, Z y tiennent lieu des expressions (44) 

et (44"'). 

Ces formules étant ainsi obtenues pour deux arguments de 
chaque sorte, on obtiendra par une simple opération algébrique 
celles relatives au cas de trois arguments : car ces formules (48) 
étant deux relations algébriques entre les six quantités 

( 0(W„1?,), ^(Wî, Vî), ^(W„ V,), ^(Wî, Vî), 

fourniront, en y changeant u^ en u^ -h u^ et Vj en v^ ■+- Vg, deux 
nouvelles relations algébriques correspondantes entre les six 
autres quantités 

^ («4 -h Vi -♦- Us, Vi-^Vi-^ «s), ^ (Wl H- Wî H- 1/3, Vi -*- Vj -t- Vz)y 

^ (î^ -4- Wi, r« -+- V,), ^(1/5, Vj), ^(W, -+- Wj, V, -4- V,), W(M8, Vb); 
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et dès lors, en supposant ce nouveau système, ainsi que le pré- 
cédent, ramenés tous deux à la forme entière, à Taide des pro- 
cédés et des formules que nous allons indiquer tout à l'heure, il 
est bien clair que le résultat de l'élimination entre ces quatre 
équations, par le moyen des procédés classiques, des deux seules 
quantités 

sera deux équations algébriques entre les huit quantités 
4> (u^ -♦- t/, -+- Wj, Vj -♦ Vj -I- Va), W (w, -4- w, -+- t/5, Vi + Vî H- Vz)j 

a>(wi, «,), ^(Wî, V,), ^(Ma, Vj), . W(Uiy 17,), W(Mî. V,), W(W5, Vs), 

ccst-àdire précisément les formules d'addition des niémes 
foitctions 4> et ^ pour !e cas de trois arguments. 

Remarquons enfin que Ton déduira encore, si Ton veut, de 
ces mêmes formules (48), à Taide d'une opération semblable, 
les formules analogues pour les fonctions hyperelliptiques habi- 
tuellement considérées, c'est-à-dire celles définies par les équa- 
tions (35)-(35*''*), que nous avions posées en premier lieu. 

En effet, si, en vue d'abréger les écritures, nous convenons, 
pour un instant, de représenter par le symbole tu l'une quel- 
conque des deux fonctions cp et (];, et semblablement par le 
symbole II celle des deux fonctions ^ ou ^ qui correspondra à 
celle-là en vertu des égalités (37), ces deux mêmes égalités don- 
neront alors naissance, en les récrivant d'abord avec cette nota- 
tion, puis en y faisant ensuite u — Sw' = u et v — 2û)" = t;, 
aux deux formules de transformation, inverses l'une de l'autre, 

( tu (tt, r) = n (v''-' ^\ r — 2^'), 
(48"'J \ 

^ / n(u, v) =07 (tl -«- 2ûî', « H- !2û)"). 

Cela posé, u, v d'une part, et u, v d'autre part, étant dans ces 
deux formules des variables quelconques, établissons à présent, 
d'une façon générale, entre ces deux systèmes d'arguments les 
relations 
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puis spécifions encore par les indices 1 et % dans chacun de ces 
systèmes d'argunients, deux valeurs, complètement arbitraires 
quant à Tun des systèmes, et satisfaisant par hypothèse aux dites 
relations que nous venons d'écrire. La considération de sem- 
blables valeurs donnant alors, en leur appliquant successivement 
les deux formules de transformation précédentes (48"'), 

/ m (M, -♦- tï^, 17, -^ «;, =s w [(Ui -H a) -4- (Wj -+- w'), (u, -♦- a") -+- (v^ -«- w ')] 

I = 07 (m, H- Mj •+- î2ûj', V, -4- V, -4- "la") 

= n {Ui -*- M„ l'j -4- Uî), 

n(ii, v) = n7(// ■+- ^, V -♦- ââ^) 

= eu [('i -♦- «') -4- «', (O -4- «'') -4- cTH == BT (w -4- o\ V -4- w"), 

les formules d'addition (48) qui sont des relations algébriques 
entre les six quantités (eu égard à la double signification conve- 
nue du symbole II) 

II(ïij -4- Wï, v, -4- rj), n (m„ v,), n [Ui, Vi), 

existeront donc aussi bien, en la même qualité, entre les six 
autres quantités, équivalentes à celles-là en vertu des deux der- 
nières égalités que nous venons d'écrire, 

nj(M,-t-Mi, f,-4-l7<), n7(ll|-l-ea', V|-4-tt"), 07 (Mj-4-«', I7j-4-«''). 

Ce qui revient à dire que lesdites formules (48) constitueront en 
Tétat un premier système algébrique dans lequel les valeurs 
des >, fx, y qui entrent dans les expressions des X, Y, Z seront 
respectivement : 

I X, = 9 ((il -4- «', V, 4- «"), Xj = tj; («4 -4- w\ V, -I- «"), 

(I) V A«i = ? (Wi -+- «', Vj -+- «"), i"t = ^ (Mj -«- tf', vT -4- w"), 

( y, = ^p ("ï^ "^"^ *^ ■*■ ^«)' î'î = T (<^i -H wi, V, -t- Vî). 

Ce système étant supposé écrit à cette place, faisons-y à présent, 
en premier lieu, u., = 0, r^ = ; nous obtiendrons ainsi un 
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second système algébrique qui sera encore le même système (48) 
dans lequel les >, fx, y auront alors les valeurs : 

I A, = cp (Ui -4- a, Vi -*- «"), Aj = ^j^ (M| -+- «', Vi -f- »"), 

(II) j /u.=(p(7, J^), ^ = ^(7^^,^ 

Enfin dans le même système spécifié en premier lieu tout à 
rheure, introduisons semblablement rhypolhèselTj = 0,17, = 0; 
le nouveau système algébrique ainsi produit sera dès lors le 
système (48; dans lequel les 1, fx, v tiendront lieu cette fois des 
troisièmes valeurs : 

I A, = (p (w', w"), A, « ^{; (û?', «"), 

(III) ( ^,«(p(Mj ^ „', ^4 -4- «"), ;aj=^(l^, ^ «'., HJi ^ «"), 

Les trois systèmes que nous venons ainsi de spécifier étant 
donc encore supposés ramenés à la forme entière que nous allons 
indiquer dans un instant, si à présent, entre ces six équations 
algébriques explicitement déterminées, Ton élimine à la fois, à 
Taide des procédés classiques, les quatre quantités 

Cp (W, -♦- uî', r, -h w"), ^ (M| -+- w', Vi -H w"), 

(p{it^ •+• «', Uj -*- ûj"), f^i (mj -♦- a\ t?i -♦- »"), 

il appert des tableaux (I), (II), (III) des expressions des /, fx, y 
qui entrent dans la composition de ces trois systèmes, que le 
résultat de ladite élimination sera bien deux équations algé- 
briques entre les six quantités 

( (p(tt| + Mj, Vi -^ Vi), 4 ( WÎ" -*- "«*i» ^-^ ^i\ 

(48»") ) 

( «p (wi, w7), ? (w7, t?3, ^ ( wi^ tîô, 9 (t*7, i?,), 
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elles deux constantes déterminées et uniques, au signe près (*), 

et représentera par conséquent les formules d'addition deman- 
dées des fonctions primitivement considérées cp et (//. 

Ces formules d'ailleurs seront évidemment du même degré 
par rapport aux inconnues, c'est-à-dire aux deux quantités de la 
première ligne (48"") que les formules (48) relatives à nos fonc- 
tions et T par rapport aux inconnues correspondantes (45), 
du moment que ces nouvelles inconnues, ne figurant que dans 
le seul tableau ci-dessus (I), n'entreront que dans un »eul des 
trois systèmes d'équations entre lesquels aura été effectuée l'éli- 
mination d'où seront issues les dites formules {**). 



(*) Bien que les deux quantités connexes ô/ et 07' représentent par hypothèse, avons- 
nous dit, respectivement pour chacun des deux types de quadrature qui figurent dans les 
équations (So*»»») ou {3&*^% les intégrales rectilignes correspondant simultanément à tune 
quelconque des quatre droites AB, AC, AD, AE (page d78) les deux fonctions en question 
ne sont cependant susceptibles que d'une seule détermination en valeur absolue; car il 
est bien clair que si l'on envisage successivement deux droites différentes, les détermina- 
tions correspondantes des quantités &/ et c«P, savoir "ô/j , ^\ et 

ne différeront que par une demi-période du type de quadrature correspondant, (voir la 
note de la page ci-après 200), et par conséquent l'on aura toujours 

La même circonstance expliquera encore comment il se fait, dans les formules (37), que 
les premiers membres ne sont susceptibles que dune seule détermination, en grandeur 
et en signe, malgré la présence dans les seconds membres des mêmes quantités à déter- 
minations multiples w' et ôT'. 

(**) La même conclusion s'imposerait évidemment à 1 égard des formules analogues à 
trois arguments de chaque sorte, soit pour les fonctions 4> et T, soit pour les fonctions 
f et ^, et parlant de là, tout aussi bien quant à celles relatives à un nombre n d'argu- 
ments, c'est-à-dire telles que 

i ri ('/, -♦- »'j| H 1- U„, Vi -*- t?g H h Vn\ 

] tff(ûi'-*- wIh hm;^, 'v[-^'vl-\ \''v„\ 

que l'on en déduirait de proche en proche, au moyen d'une éliminai ion semblable à celle 
que nous avons indiquée en premier lieu un peu plus haut (pp. 487-488), à l'occasion 
des fonctions 4» et Y. 



1 



(49) 






(80) 



(51) 



(52) 
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B. Il importe donc de faire disparaître des formules primitives 
(48) les radicaux multiples sous lesquels se trouvent engagées les 
inconnues (45), afin de connaître quel sera le degré de ce sys- 
tème d'équations, lorsqu'elles auront été ainsi ramenées Tune et 
Tautre à une forme entière par rapport à chacune de ces Incon- 
nues, degré qui sera également, avons-nous dit, celui des for- 
mules analogues relatives aux autres fonctions 9 et ^. 

A cet effet, développant ces deux équations, en convenant de 
faire désormais, pour abréger. 



l p' =U-(6'+c«), 



6V, 



9' «U — (c' + o»), r' 






puis faisant passer tous les termes entiers par rapport aux X, fx, v 
dans les seconds membres, nous mettrons ces équations sous la 
forme simple 

l/QR -4- 1/RP^ l/PQ + p'i/P -hç' l/Q-t-r' l/ÏÏ==û', 
oV'QR -*- 6Vrp ^- ««I/PQ -4- p"l/P-4- ?"1/Q 4- r'VR = Û", 

en faisant encore une fois, pour abréger les écritures, 

P = XÎXÎ, Q-=YÎYÎ, R = ZÎZÎ, 

Û' == i [ (YÎZÎ -+- ZÎYÏ) ^ (ZJXÎ + VJi) + (X;yî -^- YJXÎ) 
-h p'[X\ + XI) + (/'(Yî -K Y|) -H r'(Z; -4. ZÎ)J , 

Û"z= i |«'(YÎZÎ -+- ZJYJ) ^. h\Z\S\ H- XJZl - c*(X;YÎ -+- YÎXÎ) 
^ p" (Xî ^ Xî) + 9"(YÎ + Yî) + r"(ZÎ + Zf)] . 

Cela fait, observons qu*on ne saurait appliquer ici pour cet 
objet le procédé que Ton emploie le plus habituellement dans les 
éléments en vue d'un but semblable, et consistant à éliminer 
successivement chacun des divers radicaux, en isolant Tun de 
ces radicaux comme seul terme dans un membre, puis élevant 
ensuite au carré, car les différents radicaux n'étant pas indépen- 
dants dans la question actuelle, quel que soit celui de ces six 
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radicaux que Ton fasse ainsi disparaître dans un membre, le 
même radical se reproduira toujours par cette opération dans 
l'autre membre; et le calcul se sera ainsi compliqué sans avoir 
fait un pas. 

Voici donc, parmi beaucoup d'autres procédés analogues, celui 
qu'il conviendra d'employer, et qui conduira, croyons-nous, au 
résultat le plus avantageux, c'est-à-dire au degré le moins élevé 
pour le système des deux équations que nous voulons transformer. 

Nous multiplierons les deux équations en question successive- 
ment par l/P, V^^V^F, ce qui nous donnera les six équations 
suivantes 

l/PQR-^ PI/R+ Pl/Q -^ p'P -I- 7'1/?Q-^ r'l/RP==== Û'.l/P, 
a*l/pQR -t- 6*PI/r -4- c^PI/Q -h p"P -^ ?"l/PQ + r"l/RP = Û'M/p^ 

Q»/R^ V^'PQR-i- Ql/P-^ p'i/PQ-*- (/'Q-+-r'l/QR = QM/Q, 
a*Ql/R -♦- 6»V/PQR ^ c*Ql/P -+- p"V/pQ -*- ^"Q -*- rVQR = Û'M/Q, 

^ Rl/Q -4- Rl/p ^ I/PQR -4- pVKP -♦. ç'i/QR -+- r'R = Q' VR, 
! a'Rl/Q -H 6'Rl/P -+- cVpQR -♦- p' I/rP -*- ^"i/QR -*- r"R = Û'M/r", 

équations que nous écrirons, ainsi que les proposées (50) elles- 
mêmes, en introduisant, pour plus de clarté, les huit variables 
fictives 

( \/QR=x, l/RP-y, l/PQ=^, l/PQR-«, 
( \/p = ti, 1/Q=v, 1/R=ii7, i=«, 

et ordonnant par rapport à ces variables, sous la forme des huit 
équations linéaires et homogènes 



(54) 
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X -*- y -^ z -H — Û'/ -f- p'u -«- q'v 4- r'w =0, 
a*x -«- b'^y ^ r'« H- — Û"f -«- p"a ^ </"« -*- r"w =0, 
-4- r'y H- ç'z ^- s ^ p'Pf - Û'm -+- Pi? -*- Pu; = , 
-f- r"y ^ q"z + a'« ♦^ p'9t — Û"w -4- c*P» ■♦- 6'Pu7 =» 0, 
r'x -4- -H p'z -*- s ^- «jf'Q/ ^- Qt^ — û'u H- Qw =0, 
r"u; -*- -*- p"z ■¥- bh -*- 7"Q« -♦- c*Qw — Û"w -+- a'Qw; = 0, 
gf X -♦- p'y -H H- s -+- r'R£ -H Rei -f- Ri? — û'ti? =0, 
7"x -t- j/'y -^ -*- c*« ^ r"R« -h 6*Rm -*- a'Ry — û"m; « 0, 

entre lesquelles réliminatioii des huit variables (53) fournira tout 
d*abord la première équation entière : 



(55) 



I, 1, 0, -Q', p\ 

b\ c\ 0, -û", p". 

r\ q\ I, p'P, -û', 

r'\ q'\ a\ p"P, -Û", 

Û, P'\ 1, 7U Q, 

p', 0, I, r'R, R, R, -û' 

p\ 0, c*, r"R, 6*R, a'R, — û' 



7. 


r 


7". 


r" 


P, 


P 


cT, 


fc'P 


-Û', 


Q 



Ce premier résultat étant acquis, et possédant ainsi déjà les 
huit équations (54), il sutiira évidemment d*en avoir une autre 
semblable, également déduite des proposées, pour que l'élimi- 
nation des mêmes variables entre ladite équation et sept quel- 
conques empruntées au même système (54), nous donne de la 
même façon la seconde équation entière demandée. 

Pour obtenir une telle équation, éliminons d'abord le premier 
radical l^QR entre les deux équations proposées (50), ce qui 
donnera pour résultat 



(ÔS"*") 



/* l/RP — n* l/PQ -i-p, i/P* -4- 7i ^^Q -+- r, V/R = Û,, 
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en employant de nouveau les notations des Chapitres II et VI, 
savoir 

(56) /* = a* — 6*, m' = 6» — c', n^=.c^^a\ 
et faisant» en outre, en ayant égard aux définitions (49) et (S2), 

(57) p, = ay -. p", q, = a\' - q'\ r. = aV - r", 

( Û,=a'Û'-Û" = i [/'(ZJXÎ -4- XJZI) — /i*(X*YÎ -^ YÎXÎ) 

(58) { 

/ -Hpi(X;^X|)^7,(YÎ^Y|)-4-r,(ZÎ-hZÎ)l, 

puis, cela fait, multiplions celle fois l'équation précédente (SS"*") 
par le nouveau radical l^QR, nous formerons ainsi Téquation 

/*R l/ï\î - n-Q l/ÏÏP^+- Pi V^IÛÏR -♦- 7.Q 1/r H- n^ 

c est-à-dire, avec nos mêmes variables (53), celle-ci 

(59) — Û,x — w*Qiy -*- /'Rj: ^ p,s -t- -«- -h r,Ru -h ç.Qm? = , 

la(|uelle, remplissant les conditions voulues, suffirait parfaitement 
à elle seule pour l'objet que nous avons dit tout à l'heure. 

Toutefois, le résultat dé la nouvelle élimination demandée, 
étant obtenu par le moyen de cette seule équation, ne présente- 
rait plus la symétrie qui se trouve réalisée par Téquation déjà 
acquise (55), en raison de ce fait que, dans son calcul, c'est-à- 
dire relativement à l'ensemble des huit équations précédentes 
(54), les deux équations données (50) étaient intervenues sur un 
pied de complète égalité, condition qui ne se trouverait plus 
remplie actuellement si l'on se bornait, en vue de l'obtention 
d'un second déterminant analogue à (55), à substituer purement 
et simplement cette dernière équation (59) à l'une quelconque 
des précédentes (54). 

Voici donc comment il faudra opérer, si Ton veut obtenir 
encore, pour le résultat de celle seconde opération, la même 
symétrie que présente le résultat trouvé pour la première (55). 

Nous répéterons tout d'abord sur les équations proposées (50), 
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à l'égard de chacun des deux radicaux suivants l^RP et l/PQ, 
les deux mêmes opérations que nous avons effectuées tout à 
rheure à l'égard du radical l/QR, c'est-à-dire qu'en les éliminant 
à tour de rôle entre ces deux équations, nous formerons succes- 
sivement les deux suivantes 

( n*l/QR — m*l/RP -+- P3I/P H- q.VQ ^ n\/R=^ Q,, 

dans lesquelles nous faisons encore, pour abréger, 

( p, = 6>' -. p", q, = b\ - 7", r, = 6V - r", 
( P-o=cy ^p , 75 = c-7 - 7 . rj = cV — r , 

Q, ^ b'ù' Û"= i ['m'(X;yî 4. YÎXÎ) - /*(y;z! -♦- ZÎY*) 

-i-p,(XÎH-XÎ)-i-7,(YÎ-i-YÎ -4-r,(ZÎH-Z|)], 
^ ^ ^ Ûj=c*Û' — ir = i[/i*(Y%-*-ZÎYÎ)-iw«(ZÎXÎ-4-XÎZÎ) 

-H^XÎ ^X»)-H73(YÎ-4-YÎ)-4-r3lZÎ-HZÎ)] ; 

puis, cela fait, nous multiplierons les deux équations ainsi 
formées respectivement par les mêmes radicaux \/RP et l/PQ, 
ce qui nous donnera de nouveau les deux suivantes 

— /«R 1/PQ"-^ m'P l/QR -^p,P V/r -+- 74 V/pQR ^ r,R l/p = û^-I/RP, 
n'Q 1/RÏÏ— m'P 1/QR -♦- p^P V^Q h- 73Q V^ P -^- Ts >/PQR = Û3 l/PQ , 

ou, ce qui est la même chose, encore avec nos variables (53), 
celles-ci 

[ w*Px ~ ùiij — /*Rz -♦- 72.S ♦- -H r^Rw -*- O^-*- p^Pw? = , 

(62) 

( — m*Px -♦- n^Qy — ù^ z -\' r^s -^ -^ q^Qu -^ paPu -+-0 = 0. 

Dès lors, l'équation que nous adopterons, d*une part, comme 
équation nouvelle à joindre ainsi aux huit précédemment acquises 
(54), sera celle obtenue par l'addition des trois ainsi formées (59) 



197 
et (62), c'esl-à-diro la siiivanle 

— Q,a: — Q^y — QjS -*- fcs -f- 



(63) 

(qiQ -*- rjR)w H- (nR -+- p^P)v -•- (p,P -f- qfjQlti; = 0, 

dans laquelle nous représentons encore par k le coefficient 
constant dont la valeur est, en tenant compte des définitions 
précédentes (57), (60), et (49), 

A: s^ p, 1»- ç, ^ rs = ay -♦- h^q' -f cV — {p" -*- q" ^ r") 

= (a« + fc' + c')U — 3V H- (6*c* -H c'a* -h aV) . 

D'autre part, en vue de maintenir, comme nous venons de le 
dire, Tégalité de traitement entre les deux équations (SO) ou les 
deux premières (54), supposant que nous ayons remplacé la 
première par Péquation nouvelle qui précède, nous considérerons 
alors, au lieu et place de la seconde, celle obtenue en multipliant 
la première par la somme o* -4- 6* h- c^ et retranchant la seconde, 
c'est-à-dire la suivante 

(64) (6'-^c*)x -^ (c'+a*)y-^(a*-*- 6*) « -f- — Q ( -f- ;ju -»- qv-^-nv^O, 

en faisant de nouveau, par analogie avec les notations précé- 
dentes, 

(65) p=(a'-4-6«-i-c»)p '—;/', 7 = (tt'+6«H-cV— ?"» r = (a'-. 6U cY^r'% 
/û = (a*-*- 6' -H c')Û' — û" 

(C6J j ==i[(b*^c')(V,Z\-^ZiV,)-^(c'-^a'){Z\Xl-^Xrii)-^{^ 

( H-p(X'-hXÎ)-*-9(YÎ-4.YÎ)-*.r(ZÎ-4-ZÎ)]. 

Ëldès lors, substituant dans le système (54) les deux dernières 
équations ainsi formées (63) et (64) aux deux premières équa- 
tions , il est clair que la seconde équation cherchée sera repré- 
sentée par le nouveau déterminant qui réalisera bien cette fois 
les mêmes conditions de symétrie que le premier, savoir : 



(67) 
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0. 
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9", 
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-Û", 


cl». 


6*P 


r', 


0, 


P'. 


r, 


9'Q. 


Q, 


-Û', 


Q 


r", 


0, 


P". 


b\ 


9"Q. 


«•Q. 


-Ci", 


a'Q 


9'. 


P', 


0, 


i, 


r'R, 


R, 


R, 


_Û' 


9". 


P". 


0, 


c% 


i"R, 


6*R, 


o*R, 


-Û" 



= 0. 



Le système de ces deux équalions (58) et (67), complètement 
équivalent à celui des deux équations primitives (50) ou (48), 
représente donc sous la forme entière, les formules d'addition des 
fonctions i> eiHf définies par les équations (36)-(36"*). 

Rien n'est plus aisé, en présence de ces résultats, que d'évaluer 
maintenant le degré de ces deux dernières formules, soit par 
rapport à Pensemble des deux inconnues (45), soit par rapport à 
chacune d'elles séparément. 

Pour la première, en effet, tout d'abord, les éléments de ce 
déterminant étant exclusivement des constantes dans les quatre 
premières colonnes, et dans les quatre autres au plus des fonc- 
tions linéaires de P, Q, R, et des Û, ses différents termes seront 
donc au plus du quatrième degré par rapport aux mêmes quan- 
tités. Or, d'après les valeurs (44) et (44*"*), les X^, Y^ Z* étant 
des fonctions linéaires des v, c'est-à-dire de l'une ou de l'autre 
des inconnues en question, et par suite, en vertu des définitions 
(52), (58), (61), (66;, et (51), tous les 12, de même que P, Q, R, 
étant du second degré par rapport à ces deux inconnues à la fois, 
ou du premier par rapport à chacune d'elles séparément, il est 
manifeste que cette première équation (55) sera dés lors du 
quatrième degré par rapport à chaque inconnue séparément, ou 
du huitième degré par rapport à l'ensemble de ces deux incon- 
nues. 

Semblablement, pour le second déterminant (67), partant de 



r 



w 
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ce fait, qu'en mettant à part la première ligne, dans laquelle tous 
les éléments cette fois (sauf les 4^ et S'') sont linéaires par rapport 
à P, Q, R, et aux 0, les différents éléments sont encore exclusive- 
ment des constantes pour les quatre premières colonnes, et au 
plus des fonctions linéaires des mêmes quantités pour les quatre 
autres; il sera dès lors visible également que tous les détermi- 
nants mineurs du premier ordre de ce déterminant, correspon- 
dant à la suppression des différents éléments de la première ligne, 
seront encore, de même que le déterminant précédent (5S), du 
quatrième degré par rapport aux susdites quantités, et que par 
conséquent le déterminant considéré lui-même sera, par rapport 
à elles, du cinquième degré, c'est-à-dire du même degré relative- 
ment à chacune des deux inconnues séparément, ou du dixième 
degré par rapport à- leur ensemble. 

C. Comme exemple d'emploi des formules (48), et en même 
temps à titre de vériOcation de ces formules, nous allons exa- 
miner en terminant le critérium suivant : 

« Partant de ce fait, qu'en vertu même des définitions (36) 

» et (36****), l'égalité ac = ?/> o" * (^» v) = Hf (m, v) caraclérisera 

» les valeurs des variables indépendantes w et r du type w = S', 

» V = û", c'est-à-dire celles qui seront respectivement les mêmes 

» multiples exacts des périodes de chacun des deux types d'inié- 

» grales qui figurent dans ces équations de définition (Zff'") (*), il 

» suit de là que si Ton pose, avec le mode de notation dont nous 

» sommes convenus (p. i 78, au bas\ 



(*) En eflFet, les valeurs initiales ainsi que les valeurs finales de la variable d'intégration 
étant supposées respectivement les mêmes pour les quatre intégrales qui entrent dans ces 
définitions (36''»«), il est bien évident que, dans chaque équation séparément, les valeurs 
des deux intégrales qui y figurent ne pourront diflFérer que par un multiple exact (ou une 
somme de multiples^ des périodes du type de quadrature correspondant, lequel multiple 
(ou somme de multiples: sera forcément le même pour les deux équations, du moment que 
le chemin décrit par la variable considérée {x ou y) est le même par hypothèse dans ces 
deux équations. 
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. les six quantilés 2A', 2A" ; 2B', 2B" ; iC, 2C" rentrant alors 
> deux à deux dans la catégorie que nous venons de dire (*), les 
» formules en question (48) ou (SO), en y faisant successivement 



d'abord 



«1 = Mj = A', 

». = »««= A", 



puis 



M, = tt,= B', . l«, = tt,= C'. 

puis enfin < 



(*) En effet, si l'on désigne, comme plus haut, par A, B, C, D, E les cinq points du plan 
qui sont les affîxes des cinq racines de l'équation F (P) = (racines dont une au moins est 
toujours r«îelle, cette équation étant de degré impair), d'une part, les quatre périodes de 
chacun des deux types d'inté^çrales considérés seront, si Ton veut, les doubles des inté- 
grales rectilignes correspondantes prises suivant les quatre droites AB, AC, AD, A£. 
(PuiSEUX, Recherches sur les Fonctions Algébriques, § 58, Journal de Liouville, t XV, 
4850, pp. 463-465). 

D'autre part, d'après la manière dont nous avons choisi les trois points marqués 
A, B, C (page i77), le triangle ABC ne renfermant dans son intérieur aucun point critique, 
et pouvant par suite être réduit, par une déformation continue, à un point unique sans 

franchir aucun point critique, chacune des deux intégrales / — —— et / ° 

J vm J v W) 

prises le long du contour de ce triangle ABC est nulle ^Ibid., % ii, p. 374, au bas), d'ob il 
suit que l'on aura, avec les définitions (68), les égalités 

..-^B".C"=( /'-''^l^f /-*-^].-f /'-*'-i^)=0. 
et l'on en pourra tirer, par conséquent, les valeurs : 



— a« 



2A'= — 2B'--2C', 



2A" = — 2B" — 2C" 



Or, les quantités 2C', 2C" d'une part, et — 2B', — 2B" d'autre part, représentant, d'après 
les définitions précitées (68) et le mode de notation convenu, les intégrales rectilignes 
prises respectivement suivant les deux droites AB et AC, pourront, ains i que nous l'avons 
dit en premier lieu dans cette note, être prises pour périodes des deux types d'intégrales 
envisagés, et les deux dernières égalités que nous venons d'écrire montreront alors que 
les quantités 2 A', 2A'' se composent des mêmes multiples de ces périodes : ce qui justifie 
dès lors le fait énoncé ci-dessus. 



Ik. 
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> devront dès lors, si elles sont exactes, faire ressortir les trois 
» égalités 

1 <Ï>{2A',2A")— T(2A',2A"), 4>(2B',2B")=i V(2B',2B"), 

(69) ^ 

^ ' ( *(2C',2C") = »ir(2C',2C"). 

Pour voir s'il en est ainsi, faisant donc, en premier lieu, 

/„.=,= A' == z' /--'^-iV^ r'*-^V/'r*'-4.Y 



il résultera des déflnilions (41), (42), et (43) que Ton aura par 
conséquent, dans la question actuelle 

A, = ^, = <I)(A', A") = — c% x, = f^ = W{A\ A") = — 6', 
y, = V (2A', 2A") , V, = $ (2A', 2A") . 



(•) En effet, comme dans la note précédente, d'après l'hypothèse admise sur le choix de 
la constante po (page 177, au bas], le triangle RBC ne pouvant renfermer non plus dans 
son intérieur aucun point critique, l'on aura assurément, pour la même raison que tout à 
l'heure, les deux égalités 



\-y vf{p)l Wj. Vf {9)1 U, i/K(p)/ 
, r-i>^jé^\i r-c^_f^\i n'j±_\,^ 

\-y yvip)i U, i/Pip)l \ç/^ yUf)! 

d'où l'on tirera semblahlement, en séparant en deux membres, et renversant les limites de 
l'une des intégrales dans chaque équation : 

I ( r~''*^f-] = l f-" * ''I' \ l f-''*_£p_\ 

\J \/K(rt/ \J vTif)] \J l/ï>)j* 
-** p. P. 

XV 



202 

et le calcul consistera par conséquent à s'assurer qu'en faisant 
),j =^ y^ = — c^, 7^ = 1^2 = — 6^ les formules en question 
(W) ou (48) donneront bien la condition vi = Va- 

Or, pour ces mêmes valeurs de i^, fx^, ij» f^j» les expressions 
(44), (U"'), et (51) devenant 



(70) ; ^ . 

(71) P=XÎX*=(«*+^i)(«'-^^*)» Q=YÎYÎ = 0, R = ZÎZÎ = 0, 

la seconde équation du système proposé, en le prenant sous la 
forme (50), se réduira donc, dans le cas actuel, simplement à 



im p"\/(a'^y,)(a'-^y,)^ù'\ 

Sj" étant alors, d'après la définition (52), et en vertu des valeurs 
qui précèdent, l'expression 

1 r m* — wi* — »* — m** 

^ c« ^, (6' * "Ù-^^ («• + ".) + P" j^(«' + ".) + 3^ («' + ='«) j 

-^<7":^,(6'-Hv.)H.r"I^(c*-»- v,)J 

1 

= [u'ot* (6' + y,) (c' -f- y,) + 6'nW (o'-f- v.) (c* + j-,) + c'm*/* (6' + v.) (a' -»- v,) 

2»'( ■- 

— p" j «* (a' + v.) H- /• (o* -+- y,) I — 9"m»n' (6' + y,) — r'Tm» (c' -»- v,)] 

4 
= fo'm' (6V -«- c'y, •*■ b\ ■+■ "i^s) -+■ 6Wn* (c'o* -h cV, -i- a'vj -»- y,v,) 

-I- c'fm' (o'f -♦- aV, -t- 6V, -f- v,v,) — {p"n* -t- q"m*n*) v, 

— (p"l* -*- r'Tm') V, — p" (n* + /*) a» — ^"mVft» — r'TmV], 



2Î03 
valeur que nous écrirons dès lors 

i 

(73) Û" = 2^,(<^»'i^« -*- ^i>^i + ©l't ■♦- no) , 

en y faisant, 

lA> = o'm*.c' ^ 6'mV.c* -♦- cHhn\a* — (p"n' -♦- ^''wV), 

G « a^m'.h^ -♦- 6'mV.a' ^ c'/«mV6« -- (p'7* -*- r'7W), 

(0 = a«fw*.6V-h 6*mV cV -*- c'ftw'.aV — p"(n* + i*) a* - m* (^''w'ft* ^ r'7V). 

Or, si Ton tient compte des définitions (56) qui donnent 

(là) /» -*- m* -4- w* = 0, à'm^ *- b^n" -+- cV = 0, 

ainsi que de celles (49), Ton trouvera sans peine pour la valeur 
des trois premiers de ces coefficients : 

A=m^ (a^m^ -f- bW + cH^) = , 

1/î, = m' I (w« -♦- /') cV -♦- «'6V — 7"/i'] — p"«* 
= w« [— n\ cW -*- n^bV — (V — cV) n'] — p' V 
^75) ( = — mV(V — 6V)— p"n*=— mV.p"— p'V=- — n»K-*-»*)p" =nH\p'\ 

e = fw* [(m» + n') a'6' ^ Wc* — r'7»] - p'7* 
= w« [— PaV + /'6»c* — (V — a«6») P] — p'7* 
= — mT(V — 6V)-p'7* = — mV.p"— p'7*== — f»(m« -♦- P).p" == Pn\p'\ 

Semblablement, pour le dernier coefficient (D» remarquant que 
les mêmes définitions (56) et (49) donnent ensemble, eu égard 
aux relations ci-dessus (74), Tégalité 

a'îw'p" -f. 6V7" -h c^Pr" 
^ o'm' (V — 6'c') -f. 6V (V — cV) -f- c'P (V — aV) 
= (o'm' -f- 6 V -*- cV) V - (m' -*- /' -*- n») a'bV = , 



204 
d*o6 Ton tirera 



6V7" -K ePr" = — a*mY\ 



Von trouTera donc aussi aisément, pour la valeur de ce coeffi- 
cient (Q9 

«[-.(n*^/*)+m*j.ay'==[-n*-/*+(n'-»-P)*]oV=2nV.aV'. 

Cette dernière valeur étant jointe aux précédentes (75), l'on 
obtiendra donc, pour Texpression (73), celle-ci 

et dès lors, en reporlant celte valeur au second membre de 
réqualion ci-dessus (72), celle-ci deviendra, en la multipliant 
alors par le facteur constant -^,» 



2 l/(a* -♦- vj) (a* -H vi) =3 y, H- i/j -H 2o*, 
ou, en élevant au carré et développant, 

4 [a*-*- (>i -4- yt)a' -♦- ;/|Vî] = (v, -♦- v^)* -*- 4(»',-*-v4) a* -♦- 4a*, 
et enfin, en réduisant, 

4v,i/, »= (y, -*- yj)' ou (vi - Vî)' = 0, 

et Ton trouve bien ainsi, comme on devait la rencontrer, la 
condition vi = v^i, c'est-à-dire la première des conditions 
imposées a priori (69), les deux suivantes devant ressortir 
évidemment du même calcul par la seule permutation des trois 
constantes n^ 6^ c^ :.ce qui justifie pleinement l'exactitude de la 
théorie et des diverses formules établies dans ce second para- 
graphe. 
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III 



Une autre vérification péremploire, plus élémentaire sinon 
plus simple, consistera également, si Ton veut, à s'assurer qu'avec 
une variable de moins, on arrivera par celle voie précisément 
aux formules connues d addition des fonctions elliptiques. 

Nous croyons devoir indiquer encore le développement de ce 
dernier calcul, qui constituera dès lors une démonstration nou- 
velle de ces formules déduite exclusivement des théories exposées 
dans la Note III. 

Adoptant comme point de départ, à la place des six équations 
(I) et (2), ou (4) et (5), de ladite Note, représentant celles (20) 
du Chapitre III, les trois suivantes 

dans lesquelles, en faisant 

(77) (p(p) = (a' + p)(6'-*-p), 

P et Q désigneront alors simplement les expressions 

(78) P = ^W.. Q=li^. 

puis, nous proposant encore comme but la recherche de la 
solution la plus générale de ce système (76), et reprenant à cet 
effet exactement la même série de considérations, que pour le 
problème plus général traité dans la Note III, nous ferons encore 
dépendre celte recherche de la solution la plus générale de Tune 
des équations de gauche du dit système (76), qui pourra être 



. . du dv _ du dv 
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écrite, eu égard aux définitions précédentes de P et Q, en intro- 
duisant encore une indéterminée U, 

'f^''> (S) - (* ■*- ") - h'') © ~ ('"" ^^] =«' 

et qui, étant vérifiée par conséquent en faisant à la fois 

ou, ce qui esi la même chose, 

^^^ rfX " V (p(x) ' rf^^"" V cp(^) ' 

admettra, par conséquent, d'après le procédé de Jacobi, pour 
intégrale complète, Téquaiion 

d'où il suit que Tiniégrale générale de la même équation (76) 
^'obtiendra en faisant V «= (j> (U), et éliminant l'arbitraire U 
entre la précédente et celle que Ton en déduira, dans celte hypo- 
thèse, par la différentiation en U, savoir 

^^ f '^ ^ r _± ^ _ ,4,'(0). 

J l/(p(X) (A H- U) ^ V/ç [fJL] {fl -t- U) 

Cela posé, l'équation de Lamé relative à la même inconnue t^, 
laquelle est unique dans le cas actuel de deux variables indépen- 
dantes ^ et ft seulement, savoir 

, d^u du du 
^ ^ d>jdfji rfA dfL 

équation que l'on démontrerait, sans peine, de la même façon 
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que pour le cas de trois variables indépendautes, être une consé- 
quence différentielle des trois équations du premier ordre propo- 
sées (76), étant récrite avec les notations admises précédemment, 
fournira semblablement les deux équations 

dM ^ , rfA , 

2(A — /.) — H- A— M = 0, 2(A — A^) — -i-A — M = 0, 

aX dfL 

ou, ce qui est la même chose, celles-ci 

rtf.A' A (A — M) rf.M' M (M— A) 



m 



dfi ju, — A dx 



dans lesquelles A et M représentent par hypothèse les valeurs 
ci-dessus (79), et où Ton a, par conséquent. 



<p(X) 


M' = — — — . 


rf.A' ^ dc 

dft (p(x) d/* , 


rf.M' 1 rfU 

dx If {fi) dx 



La comparaison de ces dernières valeurs avec les précé- 
dentes (81) conduira donc aux deux équations 

i rfU _ A ( A — M) \ dV M (M — A) 

(p(X) d/x IL — A <p(/u)dA A — yu 

c'est-à-dire aux deux expressions 

du , M(M — A) rfU A (A -M) 

aA A — /cc dfjL. fji — A 

et par suite à Téquation différentielle totale qui déterminera U 
A — M 



rfU = — 



f(p(A*)M.(ix -I- (p(A) A.d^j , 



c'est-à-dire, explicilemeni, eu égard aux valeurs (79) de A et M, 

équation dont on démontrera sans peine, à Taide des mêmes 
procédés, que Tinlcgrale générale peut être présentée sous Tune 
ou Pautre des deux formes 

(Si»»'') U « (aX -f- 6Y)* — (aV + 6'6*) - (a« -*- €«) (X + a.), 

ou bien 

(82) — U (a' -♦- 6') = (6X — aY)' — (6V -*- a'6») , 

a et ê étant deux constantes supposées liées par la relation 

(Sa»»'*) «'-*-€»=!, 

et X et Y désignant celte fois, pour abréger, les expressions 



(85 



▼ o' — - 6* ' V 6« — a' 

Partant de là, et attribuant dorénavant à la fonction U la valeur 
constante U = c\ auquel cas les deux variables A et fx seront 
liées entre elles, au lieu des deux équations (80) et (82), par 
celles-ci qui seront dès lors équivalentes, Tune sous forme trans- 
cendante, Tautre sous forme algébrique, savoir 

dx r dfx, 

= const., 






(84) \ - l/çWF^ ^V^ÎjW^^) 

(6X — aY)« - (6V -I- a'€') -i- c' (a' -i- 6') = ; 

puis faisant encore, comme dans les deux paragraphes précé- 
dents, 

(Si»»»») /-(p) « (a' 4- p) (6» H- p) (c' 4- p) = cp(p) (c» -h p), 

et introduisant enfin de nouveau, en vue de profiter des résultais 
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de calculs antérieurs, les notations (56) et les relations (74) qui 
en découlent, notations qui permettront d*écrire les deux équa- 
tions précédentes (84) sous la forme 




>/ Vfiu\ 



- mV H- n«6« = 0, 

en introduisant dans la première, comme consiante d'intégration, 
la limite inférieure p^ des deux intégrales ; cela étant fait, disons- 
nous, nous considérerons deux systèmes de valeurs de ^ et a 
satisfaisant simultanément, pour les mêmes \aleurs des arbi- 
traires d'intégration a, 6, ou p^ , à Tune et à Taulre des deux 
équations équivalentes que nous venons d'écrire , et n'étant 
d'ailleurs astreints qu'à cette seule et unique condition, systèmes 
que nous dénoterons encore, ainsi que toutes les quantités qui 
s'y rapporteront, par les indices t et 2 : ce qui revient à dire que 
nous aurons alors, par hypothèse, les quatre égalités 

ir\ dx /*f^i dix _^ r*\ dx r 

(6X, — aY,)* — /n V -♦- n'6' = , (6X, - aY^)' — m'a' -t- n'6' = , 

et les deux équations résultant de l'élimination, d'une part de 
l'arbitraire po entre les deux premières équations, et d'autre part 
des arbitraires a, 8 entre les deux dernières qui sont homogènes 
par rapport à ces deux quantités, exprimeront encore évidem- 
ment deux relations équivalentes entre les deux systèmes de 
valeurs considérés >^, /x, et X^, ptg. 

La première des deux résultantes que nous venons de spécifier 
s'obtiendra immédiatement en retranchant simplement Tune de 
l'autre les deux équations de la première ligne (86), et pourra 
s'écrire en conséquence 

/^f". dfZ 
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Quant à Pautre résultante, on i*obtiendra sans peine également 
en observant que la seconde des deux équations (8S) montrant 
que la différence SX — otY est une quantité constante, fonction 
de a et 6, on aura donc, dans Thypothèse admise, Téquation 

6X, — aY, = 6X, - aY, ou 6 (X, — Xj) = a (Y, — Yî), 

ou encore celle-ci 

(88) -^ ^—, 

A| •— i\j ij — ij 

qui pourra remplacer Tune des deux équations de la seconde 
ligne (86), et que dés lors, si on la substitue à celle de droite par 
exemple, le résultat de Télimination de a, 6 entre cette même (88) 
et la première de la seconde ligne (86) sera évidemment 

[X,(Y, - Y.) ~ Y,(X, - X,)]* - m«(X, ~ X,)' -*- n\Y, - Y,)' = 0, 

ou, en réduisant, * 

(89) (X, Yj — Y,X,)' — w* (X, — X,)* + n'(Y, - Y^)' = 0. 

Or les deux équations ainsi obtenues (87) et (89), considérées 
simultanément, contiennent bien, comme nous allons le faire 
voir à présent, les formules connues d'addition des fonctions 
elliptiques de première espèce. 

Pour le montrer, définissant d'une part la fonction x = sn z 
par réquation transcendante 

/•^ dx __ 

^^^^ / V/(| -a-»)(l ~A-V) 

et, partant de là, les deux fonctions connexes en z el dnz par les 
relations algébriques 

(91) cn*z -+- sn*z= I, dn'z -h fc*sn*;2 == i, 

avec la condition que pour z = Ton ait à la fois en = 1, et 
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dn := 1 y puis faisant >/, = — o', la première de ces équa- 
tions, à savoir celle (87), pourra être écrite 






et dès lors, si Ton pose 
elle se réduira à 



— a« 



I/Aa^) 



Or, comme en partant des seules définitions (90) et (91), 
réquation 

(95-") r^-- 

donne, d'après un calcul déjà présenté deux fois dans cet Ouvrage 
(voir Ghap. II, pp. 114-115, et Gbap. IV, note de la page 309), 
les valeurs 

(93**') o'-+.x=Psn'5fca, 6'-+-A=— /'cn'jfw, c*-*-A=n'dn'9û), 

dans lesquelles on suppose 



(^4) » = T= 5*^^ ~ c*, k — = y -j — -, 

2 2 n ^ vi^ ^ c 

les trois équations ci-dessus (92) et (93) donneront donc, avec la 
même hypothèse, 

a*H-A8= /^sn'jf^, a'-+-A£j= /*sn'gf^, a'-*-/K|= /*sn'^(î>-+-t|/), 



I 



212 

oti plus simplement, en faisant dorénavant 99 =» u et ^^ = v, 

a'-H^^ /'sn't/, a'-t-/t«,= /'sn't?, a'-4-Ati= /*sn'(tt-t-r), 
6'h-x,= — ('cn'w, 6'4-/c*a = — /*cn*v, 6*-*- At,= — /'cn'(ti-4-v), 

valeurs qui, étant remises, en même temps que Thypothèse 
^1 ^=î — a*, dans les formules de définition (83), fourniront alors 
les expressions 

Xî ^-j, 0, Yî ^j,— ^ /'cn'(«^.), 

(aVx,)(a'4-A^) , , (6'-*-A,)(6*-4-/^) , , 

Xî = ; = r sn*Msn'r, YJ = 7- r = — r en' m en*», 

a* — 6* 0* — a' 

on, en extrayant les racines, quant aux Y, celles-ci 

Y, == il en (u -♦- v), Yj = il en w en t?, 

d'où Ton conclura encore la suivante : 

Y|Yj = — /'en u en v en (m -♦- v). 

Avec ces différentes expressions, Téqualion (89) qui se réduit 
déjà, par suite de la valeur X» = 0, à celle-ci 

YJXÎ - m'XÎ + n* (Yî — âYiY, -4- Y|) = 0, 

m 

Yî (Xî ^ n«) - 2n' Y,Yî -♦- w' Yî — m'X| = 0, 

devient par conséquent, dans le cas actuel, 

— rca*(u-*-t?).(/*sn*M sn'v-t-n*) -t- 5Jn'./* en ti en v en {u -+■ v) 

— w'./'en'wen'r — m*./'sn*usn*v==0, 
ou, en divisant par — n*/^,' 

M -*- — sn'usn*r|.en'(M-*-v) — 2enwcnt;.en(u -+- v) 

m* 

-♦- en' M en' V H — - sn' u sn' v = 0, 

rr 



h- 
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équation qui, en introduisant alors le module k défini par la 
seconde équation (94), et son complémentaire k^ défini par 
celle-ci 

nr nr rr 

pourra être écrite plus simplement 

{i — A' sn* Il sn* v) . cn'(ti-*-v) — âcnii en v . en (u + v) 

-f- en' Il cn'v — ^î sn* w sn' v = 0, 

et dont les deux racines représentent évidemment les valeurs de 
cn(M-f-i;) et en (w — v), du moment que ses coeiBeients ne 
changent pas lorsque Ton y change v en — v. 
Sous cette forme, son discriminant étant alors 

cn*ucn*v — {\ — /:'sn'Msn't7)(cn*ficn'i? — AJsn^Msn'v) 
=r cn*w cn*i? — (cn'M cn'i? — A'sn*a sn'v. cn'w cn*u— A:? sn' u sn't?+ A'*î 8n*w s n*t?) 
= sn*i«sn*v [A* j 1 — (sn* w -t-sn*») h- sn'wsn'v | -i- Aï — A*Aîsn*i«sn'i?J 
= sn*tisn*w [fc* -♦- k\ — A'(sn'i« •+- sn*w) -4- A'(I — k\) sn'wsn'i?] 
= sn'ti sn'i; [i — A' (sn' u •+■ sn' v) -¥- A* sn* u sn* v\ 
= sn*tisn'v.(i — A*su*tt)(l — A'sn'u) = sn*tisn'rdn'i«dn'v, 

ces racines seront, par conséquent, 

en u en v dz sn ti sn t? dn u dn t; 



en {uzjpv)' 



i — A* sn' u sn' v 



et pour établir la corrélation des doubles signes dans les deux 
membres, il suffira d'observer, que si Ton prenait le signe supé- 
rieur dans le premier membre en même temps que le signe 
inférieur dans le second, pour la valeur particulière u = v = Ky 
le premier membre se réduirait à la valeur positive en =a 1 , 
tandis que le second serait la valeur négative — ^°*^^)^ = — 1 , 
Il faut donc prendre à la fois le signe supérieur ou le signe infé- 
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rieur dans les deux membres^ c'est-à-dire que Ton aura défini- 
tivement 

N = en ti en v — sn u sn v dn ti dn 17, 



(95) j cn(ti + v) = g» 



D = < — t* sn* M sn' v, 



et Ton en conclura par suite, en vertu de la première équation 
de définition (91 ), cette autre égalité 

N« D« — N* 
(96) sn« (w+î?) = i — en» (ti -*. t?) = 1 — — = —^^ — 

Or, le dénominateur D pouvant être écrit, vu sa symétrie en 
u et V, indifféremment sous Tune ou Tautre des deux formes (*) 

I D == 1 — sn' M -♦- sn' u (i — A* sn* v) = en» m -♦- sn* u dn* t?, 
' D = 1 — sn* r -♦- sn* t? (1 — fc* sn* u) = en' t? -♦- sn* v dn* u, 

on trouvera donc, en multipliant Tune par Tautre ces deux 
expressions, 

D* = (en* Il H- sn' ti dn* i?) (en* 1? -♦- sn* v dn* u), 

et par suite, en développant cette dernière valeur, et tenant 
compte de celle (95) de N, 

D* — N* = cn*Mcn* v -+- sn*wdn*t?. en*v -♦- cn*t#. sn* vdn'ti -♦- sn*i«dn*p.so* w dn*w 
— (en*uen*t; — 2en tient? . sniisn t7dniidni7 + sn*tisn*t;dn*t«dn*t7) 
= sn^ucn*t7dD*VH-sn*t;cn*tidn*ti + 2sntisnt7cnfient;dnttdnt; 
= (sn ti en t; dn t? + snt7entidnti)*, 

d*où, en reportant enfin au dernier membre de Tégalité (96) et 
extrayant alors les racines, 

snticnt^dnt? -♦- snt;cnt/dn ti 

sn (u -♦- 1?) = dt — — » 

i — «*sn'Msn*i7 



(*) Nous empruntons cet ingénieux artifice au Cours d'Analyse de l'École Poly- 
technique de M. Jordan (Tome lï, § 369, pp. 37i-872;. 
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l'ambiguïté de signe du second membre étant tranchée, cette 
fois, par ce fait que pour « = 0, cette égalité se réduit à 
sn w = ± sn M, ce qui exclut le signe inférieur, et donne défini- 
tivement la valeur 

N' 

(97) sn (ti -1-1?) = --» N'ssnucnvdnv -I- snvcnudnt/, 

d'où Ton conclura encore, en vertu de la seconde équation de 
définition (91), 

(98) dn*(i«+i;) = l— A'sn* (u'*-v) = i — ** 57= 5 . 

Or, si Ton observe, ainsi que nous l'avons fait dans notre 
Chapitre III [page 243, équation (183)], que le même dénomi- 
nateur D (95) peut encore être écrit à nouveau sous Tune ou 
l'autre des deux formes 

^ D=l — /:'sn'M-f-/:'sn*ii(l — sn' v) = dn*M -4-^'sn*Mcn'i;, 
( D = 1 — A*sn*v -♦- fc'sn'v (\ — sn*u) == dn*t? -4- A*sn* v cn*w, 

on aura donc, comme tout à l'heure , en multipliant encore ces 
deux expressions entre elles, 

D' = (dn* M -4- ^* sn* u en* v) (dn* v -♦- A' sn' v en* 11), 

et par suite, en développant, et tenant compte de la valeur (97) 
deN', 

D« — ifc«N'* = dn* ti dn' v -^ fc' (sn* m en* v . dn* v -♦- dn* w . sn'ycn'ti) -4- fc*sn'Mci)*v.sn*t;cn*tt 

— it*(sn'M cn'v dn' v -♦- 2 sn « sn v en ucnvdnu dn v -*- sn*t? cn'a dn*«) 

e=dn*udn'v — 2)!:*snwsnucnMcnudnKdnt; -♦-fc*sn*ttsn'f;cn*t<cn*i? 

= (dn M dn t; — k* sn u sn v en u en v)', 

d'où, en reportant enfin au dernier membre des égalités (98), 
et extrayant encore les racines, cette nouvelle égalité 

dnudnv — A^snwsnvcnticnv 

dn (îi-Hv) = d: 7^ — z ^ » 

^ ' i — A:*sn'«isn't7 

Tambiguïté de signe étant de nouveau tranchée par le fait que 
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pour V == 0, elle se réduit à dn w = db dn w, ce qui exclut encore 

le signe inférieur, en sorte que Ion a définitivement la troisième 

formule 

N" 
dn{U'*-v)= — » N" = dn ttdn V — ft'sn wsn vcnticn u, 

qui parfait complètement la vérification que nous avions entre- 
prise. 

La méthode développée dans le paragraphe précédent, pour 
trouver les formules d'addition des fonctions hyperellipiiques, 
étant appliquée de point en point au cas plus simple des fonc- 
tions elliptiques de première espèce, nous a donc bien redonné 
exactement, comme nous voulions le vérifier, les formules ana- 
logues connues relatives à ces dernières fonctions. 



IV 



Il nous faut montrer encore, à propos du même cas simple 
des fonctions elliptiques, que la théorie et les méthodes exposées 
dans cette Note conduisent également bien aux formules connues 
d'addition des fondions de deuxième et de troisième espèce. 

Pour retrouver celles-là, il sera nécessaire de pousser jusqu'au 
bout la solution du problème posé au commencement du para- 
graphe III précédent, c'est-à-dire la détermination, par le moyen 
des trois équations (76), de l'inconnue u en fonction des variables 
indépendantes l et i^, expression qui ne devait pas intervenir 
elle-même dans nos calculs développés tout à l'heure à l'occa- 
sion des fonctions de première espèce. 

A cet effet, calquant nos procédés de recherche sur ceux indi- 
qués dans le second paragraphe de la Note III, de l'expression 
(SI**'*) de la fonction U nous conclurons tout d'abord la valeur 

A -♦- U = A + [(aX -f 6Y)* — (o'a^ H- 6'6*) — (a* -t- 6*) (A -f- a)] 

= (aX -4- 6 Y)' — [aV ^ 6*6* -^ («* -h 6*)^^] 

= [X* — (a* -^ M)Ja' -+-[¥« — (/)« -4- /^)]6' + 2a6XY, 
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et comme les définitions (85) de X et Y donnent actuellement 

l'expression précédente se mettra aisément sous la forme . 

L a'-HXj L 6*H-xJ 

[H a'\* r I 6*Y^ 

r a«X« 6«Y« aX 6Y 1 

c'est-à-dire, en tenant compte de la définition (77) du symbole 
<p(p), que l'on aura les deux valeurs 

/ aX 6Y V I aX 6Y V 

A-f-Uc==<p(A) -•.- » A^-f-U=<p(/^) -5 +-;5 » 

Va*-*- A 6*-*- A/ Va' -4- A* 6'-4-/tt/ 

avec lesquelles les deux dérivées (79) de u auront dès lors pour 
expressions, en prenant le même signe pour toutes les deux : 

du aX 6Y du aX 6Y 



dx a' -♦- A 6* -t- A dfi a*-*- fi. h^-\- fx. 

Or, la différentiatioj des expressions (85) donnant les égalités 

dX _ 1 X dX __ 1 Y 

rfl "~ 2 o' -4- A ' rfÂ"~"2 6' -h a' 

dX i X rfY 1 Y 



rfyC4 2 a* -4- /C4 d/x 2 6* -4- yti 

les expressions que nous venons d'obtenir pour les dérivées de u 
pourront donc s'écrire 

du __ / dX dY\ ^" _ / ^^ ^Y\ 

dA \ dA dA/ djx V dyc£ d/c^y 

XVI 
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et donneront, d'abord pour la différentielle de u, 

puis de là, en intégrant, 

(99) ti « 2 (aX H- 6Y) -4- const., 

expression qui, étant comparée è celle (6) du cas général, fait voir 
que le coefficient constant d a, dans le cas particulier correspon- 
dant à nos hypothèses, la valeur d «= î» 

Ce résultat étant acquis, supposons à présent que nous attri- 
buions de nouveau à la fonction U la valeur constante U = c* : 
alors, d'une part, Téquation (80) se transformera encore dans la 
première équation (84), qui pourra être écrite à l'aide du sym- 
bole f(p) (84"'), sous forme condensée, pour p =ai, |:;. 

(iOO) 2 /ï4= = w, 

et, d'autre part, l'équation (79"*) devenant alors, avec le même 
mode de notation, 

w=2 / V -TT^'P-*-^' ^" îi-.V=2/- 



l/(p(p)(o-f-/-«) 

pourra s'écrire également, à l'aide du même symbole /*(p), 
(101) 2 I \^d^ = u^W. 

U I^Ap) 

Et dès lors, si on l'ajoute à la précédente (IOO) multipliée par 
«* — c^ l'on voit, comme, pour le cas général de trois variables 
indépendantes, à propos des équations (3), (4), (5), et (6), que 
l'ensemble de ces deux équations (100) et (101) pourra être 
remplacé par les deux suivantes 

(102) 2 /'A ^ w, 2 f'-^^k = « -H cons.., 
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qui pourront encore être considérées comme Tintégrale sous 
forme transcendante du système différentiel 

pendant que Féquation (99) ci-dessus et la seconde équation (84) 
ou (85), savoir 

(i 04) (6X — aY)« - tw V H- n'ê» = , 

représentant Féquation (82) ou (81"*) pour Thypotlièse U = c^ 
constitueront pareillement Tintégrale algébrique du même 
système. 

Or, cet énoncé, pour le cas simple actuel, du théorème 
d'Abel sous la première forme où nous Tavons obtenu, renferme 
implicitement, comme on va le voir, les formules d'addition des 
fonctions elliptiques de deuxième et de troisième espèces. 

A. En effet, si prenant po = — cfi pour limite inférieure des 
intégrales, et adoptant fx pour variable indépendante, nous con- 
venons de désigner par \ la valeur de X correspondante à la 
valeur initiale de fx, |jiq = pq= — a*, quantité dont la valeur 
s'obtiendra dès lors en introduisant cette hypothèse dans l'équa- 
tion (104), et si, en même temps, nous supposons nulle la 
valeur initiale Uq de u correspondante à la même valeur f^ «» f^o 
[ce qui est évidemment permis, u étant dans cette question une 
simple variable auxiliaire définie par la seconde équation diffé- 
rentielle (103)], les deux équations (102) seront alors explici- 
tement, en adoptant cette valeur initiale de X comme constante 
d'intégration : 



(105) 




• / — du=s I — ■ aAo -*■ M- 
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Or, si Ton élablit d'une façon générale, entre les deux variables 
p et u, la relation 



(106) 






P dp 



7(P) 



1 2 

g t» 



.=1 

n 



le coefficient g et le module k étant ainsi, par hypothèse, préci- 
sément les valeurs (94), c*est-à-dire, plus simplement, si Ton 
écrit p au lieu de ^ et^à la place de a> dans Téquation (OS*""), 
les valeurs (93^*') « qui en sont la conséquence, devenant alors 



(107) 



a* H- p = /*sn'«, 6*-*-p — — /'cn'«, 



= ii'dn' 



(I 



il suit de là que, si Ton introduit, à la place de \ fx, et Xq, trois 
nouvelles variables cp, <p, et cp^ définies respectivement par les trois 
relations de la forme en question (106), savoir 

08) r'j^^u, r-±=^u, r^^^=?x„ 

Ton aura, en premier lieu, simultanément les valeurs 

o*-4- A =/'sn'f, 6'-*- X t= — /*cn'î>, c'-t- A =/i*dn*f, 
(109)) o' ^- /* = /* sn» <f , 6*^^= — fcn'^/, c«-4- A ==n'dn»f, 



a* -♦- Ao = /* sn' 



fo, 



6* -4- Ao^ — /^cn'yo» 



c'-»-Ao=n'dn'fo» 



et, partant de là, les deux équations ci-dessus (105) se trans- 
formeront dans les suivantes 



(110) 



â 2 2 

m m m 



ou 



f = f-^ *, 



et 



/*sn'f.— df 4- / /'sn'^.T-d^= / Tsn'fo.T-dfo -*- ti, 
m J %n J m 
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dont la seconde deviendra, étant divisée par ^in, 

__s„.,d,*y _,sn',d^=y _sn«,.d,.-.— «. 



et pourra, par conséquent, en tenant compte de la première en 
même temps que de la valeur (106) admise pour le module k, 
être écrite, à Taide du type introduit par Jacobi pour la fonction 
de deuxième espèce, 

OU) z(y) + z(^) = z(y-*-^)H-l-ti. 

Enfin, pour calculer le dernier terme de cette égalité, qui reste 
désormais seul inconnu, il suffira évidemment d*avoir recours 
au procédé que nous employons dans le premier paragraphe de 
cette Note, et consistant à introduire comme constante d'intégra- 
tion, à la place des constantes a, S liées entre elles par la rela- 
tion (82**''), la valeur initiale ^o d® ^ P^"** ^^ = Po = — û^> ^" 
déterminant dès lors ces constantes a, 6 par les deux équations 
qui tiennent lieu pour le cas actuel des équations (29) dudit 
paragraphe, 

(H2) a«H-6*=i, (çXo~aYo)' = mV — n»6», 

et remettant alors les valeurs ainsi obtenues dans Téquation 

(H3) u = 2[«(X^X,)-*-6(Y-Yo)], 

qui représente l'équation ci-dessus (99), en y introduisant l'hypo- 
thèse tio = que nous avons admise un peu plus haut (p. 219). 
Effectuant donc ce calcul, nous trouverons d'abord pour 
expression des quantités Xq, Yq, en ayant égard successivement 
aux définitions (SZ) de X, Y, puis aux valeurs de la dernière 
ligne (109), ei enfin à la première équation de droite (110), 



(114) 



Yo :^ y ^^ ^ = 1/ 6* -♦- A, = V— L* en* ?o = n en (^ 



■^); 
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Cl dès lors, les deux équations précédentes (112) se réduisant, 
en vertu de la première de ces valeurs, à 

(115) a'-f-C^i, a«(YÎ— m») V llV = 0, 

d'où, en éliminant 6» puis ayant égard à la première relation (74), 

y; — (m* -f- nr) YJ -f- P 

ces mêmes équations donneront donc, en tenant compte de la 
seconde valeur (114) ainsi que de celle (106) du module fc, 



— ^[1— cn.'(y^if»)J 

g> , ^ ^>^ ^ 1 .^ - [« -fc'sn«(y -!■»)] -dn«(y ^ ^) 

k*sn\f -♦- ^) /c' sn* (f -4- ^) khn*{f -h ^) ' 

c'est-à-dire finalement les deux valeurs très simples 

(116) a=«- .. 6c=- ; -. 

A:8n(f -f- i>) ksn(f -♦- ^) 

D'autre part, les expressions (83) de X et Y devenant en 
même temps, par la substitution des valeurs des deux premières 
lignes (109), 



V \ /(«'■+• ^)(«'-^^) % /Psn'î^.Psn»^ ^ 

X« V ^,-;:^yi V T' fsûf sn^, 

(117) i ^ ^ 

^ / (6'-^A)(6'-4-A^~ ^ / (-PcnS)(-Pcn»^) 
^= V 6'-. a» =^ V ZTp ^t/cnycn*, 

l'expression (115) qu'il s'agit de calculer deviendra donc, par la 
substitution des trois groupes de valeurs (116), (117), et (114) 



ainsi obtenus, 

/t/ = 2[a(X-Xo)-f-6(Y-Yo)] 

\ 2 
(H8) ) = ; -r/snysn^-t-tdn(î> -^^)\ tVcnycn^ — i7cn(f h- ^)|] 

/ 2/.N 



en faisant pour un instant 

N = sn ^ sn ^ — dn (^ -i- ^) [en y en «f* — en {f -♦- ^)] , 

quantité qui deviendra elle-même successivement, par le moyen 
de transformations évidentes, 

r cnvcn^ — snfsniifâïifdnf] 

N a=snosn^ — dn(«>-4-a*) cn9cn<f« — 

L i — /c'sn'f sn'<^ J 

dn(« + ^) 

« sn?sn^ — rz — r- lenyen^fl — /(;*sn'«>sn*if) 

i — /c'sn'ysn'ip i- * * 

— (en 7 en «f» — sn f sn ^ dn ^ dn a»)] 

[dn^dn^ — /c*sn«»sn^ cnoen^l 
i__dn(f-t-<f — - — - — -—i- — ^ — - — - 

= snysn<^ [l — dn'(f -♦- ^)']=- sn f sn «p./c'sn*(y ■+- ^), 

et dont la valeur, étant reportée dans le dernier membre des 
égalités précédentes (118) en même temps que la valeur (106) 
de A:, fournira donc, pour la valeur cherchée de u, l'expression 

2/. sn «> sn ^ . /r'sii*(? -4- ^) 
(119) ti = ^-j-^ ^-^ — ^ -= — 2m^-*sn?sn^sn(y-4-^), 

-sn(î>-4-^) 
fi 

laquelle enfin étant remise à son tour au second membre de 
Tégalité trouvée tout à Fheure (111), la transformera elle-même 
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dans la suivante 

Z(f>) -♦- Z{fp)^Z(f -*- 1^) — A:'snf sn>sn(f -♦- *) , 
ou 

' (120) Z(f -<- ^) = Z{y)-4- Z(<p) -♦- /c'snf sn-^sn(f -4-0;), 

qui est bien la formule d'addition donnée par Jacobi pour la 
fonction de deuxième espèce. 

B. Semblablementy pour retrouver la formule analogue relative 
à la fonction elliptique de troisième espèce, il suffira d'appliquer 

à riniégrale empruntée à cette catégorie / ^'^'^ dç le même 

théorème d'Abel, supposé pris cette fois sous la seconde forme 
où nous le présentons dans le paragraphe I de cette Note, en 
effectuant pour cela de point en point sur ce type particulier 
d'intégrale toute la série des opérations et des calculs que nous 
indiquons successivement dans la démonstration du théorème 
en question. 

En effet, supposant toujours, comme tout à Theure, les trois 
variables \ fx, et u liées entre elles par le système différentiel 
(103), et, par conséquent, en quantités finies, par la double 
forme d'intégrale consistant, sous forme transcendante dans les 
deux équations (102), et sous forme algébrique dans les doux 
équations (104) et (99), la quadrature précitée 

/p -♦- o' /p — r-^-a^-^-r rfp / rfp f a^ '\- r dp 

donnera donc, en ajoutant les deux identités semblables pour 
p=^, |ui, puis tenant compte de la première équation (102), 
naissance à l'égalité 



=> W -♦- (o'-*- r) 2 / t-const.^ 

P^ (p-r)l//^(f) 
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qui représente évidemment dans la question actuelle la formule 
(23) de notre paragraphe 1, et dans laquelle la somme qui figure 
au second membre étant précisément, avec une variable de moins, 
celle-là même qui est écrite entre parenthèses au dernier terme 
de ladite formule (23), sera donc fournie encore par la formule 
(25"") réduite à la même hypothèse de deux variables X et /x 
seulement, c'est-à-dire dans laquelle F(p) étant supposée rem- 
placée par /*(p), les coefBcients G^, H^, K^ seront toujours, d*après 
réquation de définition (25), ceux de Téquation en u obtenue 
en égalant à zéro la fonction «^(r), ou ce qui revient au même 
la fonction — (^(r),dont Texpression sera, dans le cas actuel, 
d'après Téquation sans numéro qui précède Téquation (25), 

-<r(r =K H- r (6» + r) '—^ 1 h- ^-^ L^ I 

= (6' -»- r) (Au -4- A")' -♦- (a* -*- r) (B'u -♦- B'')' — (a* -^ r) (h^ -4- r) 
=[(6' + r) A'* -^ (a* + r)B'*] u* -♦- 2[(fe* + r)A'A" -♦- (a'-»-r)B'B ']u 

-+- {6* -^ r) A"« -^ (a' -4- r) B"» — (p(r), 

eu égard à la définition (77) du symbole 9(p). Cest-à-dire, par 
conséquent, que ces coefficients seront ici respectivement les 
quantités 

l G,= (6*-»-r)A'* -»- (a* H- r) B'*, 

(1 22) i "»• = (^' "^ ^^ ^^'^" "*■ ("* "*" ^) ^'^"» 

( K, = (6'-4-r)A"* -H(a*-^r)B"* — <p(r), 

et avec ces expressions, les racines p^ et 7^ étant toujours 

la formule précitée (25"")» dî*ns laquelle, avons-nous dit, F (p) 
doit être remplacée p»r/*(p) et le coefficient d par |(page 218) , 
donnera alors, en prenant Tintégrale entre les limites po= — à^ 



et p, eu égard à l'hypothèse admise antérieurement »o»=0 
(page 219), 

(i24) 2 r '' — ° . "* U:iJlP:-lo,gl1 

t-^; (p-r)\/A(f) l/HÎ-G,K,L «-9r ?J 

Gela poséy il sera facile, dans ce cas simple, de déterminer les 
constantes A', B', A'", B'", qui 6gurent dans les expressions (122), 
car, si Ton a égard à la valeur (1 U) Xq aO, Inéquation (104) 
donnant, en y Taisant |ji = p.^ = — a*, 

(125) - «Y, « fw V — n»6', 

la même équation étant récrite, en même temps que Téquation 
(113), en tenant compte de ces valeurs, ainsi qu'il suit 

«X -*- 6Y = -u -4- 6Yo, 6X — aY = — aYi, 

2 

ces deux équations donneront, eu égard à la condition (82**"), 
X = « (^tn- êYoj — a6Yo, Y = a% ^^{^^u-^ SY»), 

c'est-à-dire simplement, en réduisant, les expressions 

1 1 

X-=-aii, Y=:-6w^Yo, 

qui, rapprochées des formules (21), assignent aux coefficients en 
question, pour le cas actuel, les valeurs 

A' = i«, A' = 0, B'=^€, B''=«Y„, 

en vertu desquelles les expressions ci-dessus (122) des coefficients 
de réquation envisagée deviennent 

G, = 1 [(6' H- r) a» -4- (o« -4- r) 6'] — i (6 V -h o*6' + r), 
(«26) / , ^ 

H,= (a*.|.r).-6Yo, K, = (a» h- r) YJ - cp (r), 
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et donneront dés lors successivement 
G,K, = i [(6' -♦- r) «' -H (a' + r) 6'] [(o« + r) YJ - (p (r)] 
= \ f («' ■*■ r) (ft' H- r) «'î« -I- (o' -f- r)' S'Y?] — G,9 (r). 
Hî - G,K, = (a« -K D' . i 6'YÎ - fi («' h- r)' 6'YÎ h- 9 (r) (i ««YJ - G,) j 

= ?('-)(g,-^«''y;). 

c'est-à-dire, en ayant égard, d'abord à la valeur (125) et à l'ex- 
pression de la première quantité (126), puis aux définitions (56), 

Hî— G,K, = <p (r) ri {6V + 0*6' -4- r) - 1 (mV — n'e') 1 

=3 9 (r)[j6» _ (6» _ c*) I «« + j a' H- (c' — a')| «' h- rj 
-.i9tr>[«*(«*-i-«')-»-r] =i(o'-^rX6»+r) (c'-nr) = i/{r). 

Partant donc de cette valeur, les deux racines p, et 9, (123) 
étant alors 

le second facteur, entre crochets, de l'expression (124) qu'il 

s'agit de calculer sera 

K, 



log log - = lOg -^ = log 



"'«-g: 



GrPrU-Kr _ [H, _ ^ V/T^)] « _ R, 

= log . ■ • 

2(H,tt-HK,)-l//-(r).tt 



et par conséquent l'expression en question deviendra elle-même 
la suivante : 

(127) 2 r '^ _ ^ z;l,^^ ^(H.t^-^K.)^V/Âr)u 

^ i (?-»•) I^AP) ^m 2(H,u + K,)- iZ/lr). u 

Ce résultat étant obtenu, la formula (121), qui constitue le 
point de départ de notre calcul, en y supposant introduite cette 
dernière expression, deviendra elle-même la suivante 

(128) 2 / ' dp = W := log-^-î: ^-^-^ -t- consl., 

qui représentera, pour le cas actuel, la formule (26) de notre 
paragraphe I, et dès lors il sujQSra d'y remplacer la variable u 
par sa valeur présente, 

(129) ii==2[aX + 6(Y — Y,)] 

pour avoir la formule (28) du même paragraphe relative au cas 
particulier que nous examinons. 

Cette substitution étant supposée réalisée, il faudra ensuite, 
pour obtenir définitivement la formule (52) relative au même 
cas, qui exprimera pour ce cas le théorème d'Abel sous la 
seconde forme où nous l'avons présenté, il faudra, disons-nous, 
effectuer successivement les deux opérations que nous avons 
spécifiées aux pages 170 et 172, et cela dans un ordre quel- 
conque d'ailleurs, car il est bien clair, d'après l'exposé de notre 
théorie, que le résultat final sera dans les deux hypothèses abso- 
lument le même. 

En commençant donc ici par la seconde qui consiste à élimi- 
ner la constante addiiive du résultat ci-dessus (128), et prenant 
dans ce but toutes les intégrales à partir de la limite inférieure 
Po = — a^y il est clair que le résultat (128) fournira, sous forme 
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explicite, la nouvelle égalité 



(130) 




/ /«-Ha* d/x I *Ao-Ha* 



a*-Hr, 2(H,M-HK,)-*-V//(r).ti 
—^log — - — , 

Vf(r) 2(H,w + K,)-K/(r).u 






du moment que le second membre que nous venons d*éerire 
représente lui-même, à un facteur constant près, Tintégrale 
définie (127), dont les limites sont précisément p^^ = — a* et p. 

Puis, cela fait, Ton devra accomplir également sur ce dernier 
résultat la première opération susmentionnée, c*est-à-dire y rem- 
placer les constantes d'intégration a et ê par leurs valeurs en 
fonction de la valeur initiale \ fournies par le système des deux 
équations (112) ou Cl 15), substitution qu'il faudra effectuer 
tant dans l'expression précédente (129) de u que dans celles 
(126) de H^ et K^, du moment que ces constantes a et 6 y inter- 
viennent également. 

Cela étant, d'une part, en vue de profiter pour ce dernier 
calcul des résultats déjà obtenus tout à l'heure dans notre 
recherche relative à la fonction de deuxième espèce, nous intro- 
duirons de nouveau, comme alors, à la place des variables 
\ p, et >o, les nouvelles variables cp, tp» et (po définies par les 
équations (108), auquel cas, la première équation (102) ou (105) 
se changeant alors dans l'équation de droite de la première 
ligne (110), les valeurs de \ p, et \ en fonction de ces variables 
seront de nouveau celles fournies par les équations de gauche 
(109) où (po représentera la somme (p + (p, et donneront alors, 
après remplacement de a, 6 par leurs valeurs en fonction de cpo» 
tenant lieu désormais de Xq, c'est-à-dire par leurs valeurs (116), 
définitivement pour expression de u celle exprimée par le der- 
nier membre des égalités (119;, savoir : 

(131) M =3 — 2in/c* sn 7 sn ^ sn (y -•- «f») . 



âso 

D*autrc part, en vue d^arriver pour la fonction de troisième 
espèce à la formule correspondant exactement i celle (120) obte- 
nue tout à riieure pour la fonction de seconde espèce, en même 
temps que nous effectuerons lesdits changements de variables 
et la substitution de cette dernière valeur de u qui en sera la 
conséquence, partant alors de ce fait que le type de quadrature 
envisagé peut être mis sous la forme 



J P - '■ l//(p) J P + o' - (a* + r) i/^(p, 




4^^Ap)' 



BOUS cfauiferaBS également de constante donnée en introduisant 
à la place de r le parwm^rt h délai par l'équation de même 
forme (sauf une constante additire) que iapieaière (107) qui 
lie p et o, 

(4 53) a' -H r = P sn» (h - tK') — rr^ = ~ 

laquelle donnera immédiatement, eu égard aux définitions (56) 
et à la valeur (106) de k, les trois expressions 



sii'A = — — = * A = Arg$n V/ > 

/•-i\ / SI . 11. ■ "' o*-+-r-t-(c»— a«) c*-f-r 

(l.)4) / virh= \ — sn'^==l •+- -r = ^ =» » 

tt'-t-r a*-t-r a*-t-r 

(In*/i=a I — /r'sn'A=i -♦- — — = r-^ — = . 

puis, en tenant compte de la première égalité (107), pour toute 
variable » supposée liée à p par une relation telle que (106), 

a*-hp /"sn'û? ., / ''\, -, ,, ,« 

-- — - = sn'/t= T sn'wsn « = A'sn'Asn*». 

a^-^-r — tv \ nrl 

Et dès lors, si Ton prend gd pour variable à la place de p, en 



V / 
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remettant cette dernière valeur sous le signe d*inlégration au 
dernier membre des égalités précédentes (132), et prenant les 
intégrales entre les limites correspondantes, Po "^ — a^ et p d*une 
part, et et GD d*autre part, le type de quadrature proposé se 
trouvera par là transformé dans le suivant 



P — ^ 1/7(7) t/ ^' S"* ^ ^"' " — ^ *'* 

A:*sn A en /* dn /* 
I — HT sn /i sn' » 



-_„. • ^/(p> 



— 2 sn A 
tn cn/»dnA^ 



in 



— 2 \/ a* -♦- r „ c?-^r „ 

= -: ;= ■:= n(«,/i^ ^——XH^^ A), 

c*est-à-direy à un facteur constant près, dans la fonction de troi - 
siènie espèce correspondante au type que nous avons considéré 
plus haut pour la fonction de deuxième espèce. 

Appliquant en conséquence cette dernière formule à chacune 
des intégrales qui composent le premier membre de Tégalité 
(130) obtenue tout à l'heure, et dont les différentes variables, 
savoir \ fx, et \ sont liées par hypothèse aux nouvelles variables 
9> <p> et % par les trois équations (108) qui sont chacune de la 
forme admise tout à l'heure entre p et gd, cette égalité deviendra 
donc, en changeant les signes des deux membres. 



valeur çq = ç -h tp , 



c'est-à-dire, en multipliant par ^ -^^^^'^ ^ et tenant compte de la 



(155) n(M)H.n(,./>;-n(,..M)=iiog '^^"-"^'^-^"^{!:)-" 

2 2(H,«^.K,)— VZ/IC)-" 
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et dès lors, l*expression de u étant, avons-nous dit, celle (131), 
pour posséder la formule d'addition de cette fonction II, il suffira 
désormais d'effectuer, dans Texpression de chacune des trois 
quantités /'(r), H^, K^, les mêmes substitutions de constantes 
que nous avons déjà opérées tout à Theure en vue d'arriver 
à cette dernière égalité. 
Pour la première tout d'abord, les trois égalités (134) donnant 



* ■"**' L% il \A iL — «'dn«/i 

a' -4- r = — --7 » 6* -4- r = (ar -¥■ r) dn* h =- — — . 

sn* h srr h 



c* '\' r= (a* H- r) en* h = 



— n' en* h 



sn* A 



Ton en conclura immédiatement les valeurs 
— w*— n*dn*/A — n*cn'A — n'^cn'/iHn* A 



l//V)= 



tVcn/idn/i 



sn h 



puis, pour la seconde et la troisième, la seconde ligne des expres- 
sions (126) donnera semblablement, en ayant égard aux valeurs 
(116) et (1 14) de a, 6, et Yq, ainsi qu'à celle (106) du module A, 

— n' il dn (9 -4- yj/) 
! "^ ^ snMt 2 A: sn (y 4- ^) ^^ ^^ 

/«* en (f -H tf ) dn (f -¥- ^) 1 
:2A: sn (f -♦- ^) sn* A 

K, = (a* + r) Yî-(p(r) = (a* h- r) [YJ - (fc* -1- r)J 

sn* AL sn* A J 

= ^ I - /M 1 — sn*(f + ^)! su'A -f. n* (i -^i! sn* a)1 
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et Ton conclura dès lors de ces valeurs, ainsi que dç la prceé- 
denle (136) de l/7{r), et de celle (131) de m, 

i .y in* en h dn h , ^. , ,. 

V f{r).u ^ — . (— 2iw) /r*sn y sn <^ sn (^ -♦- ^) 

2w* 
= — j- A' sn ^ sn ^ sn (© -4- ^) ,cn h dn h, 



sir 



h 



/n' en (® -♦- <f) dn (ç -♦- rt 1 . ^. v ,• 
H,ti -t- K, = — — ^^!^ y- ^^ L^ -_.. (— 2tn A' sn y sn tf sn [f -^ ^ 



--[i-A''sn«(fH-*)8n*^] 



sn* A 



II* r 1 î7 

= — 7T — --r« 2--A:*sn o>8n<i< en (o-4-»dn (•-♦- J») . sn*/i 
sn* hl n n r r \r r} \r rj 

— )l — A:«sn*(?+^)sn*A(l 

ij* 

= — — fi -♦- A:' jsn f sn tp en (f -+- ^) dn (f -+- 'I') — sn' (? -♦- 'P) } sn' h\ . 
sn* n ^ -^ 

En remettant donc à présent ces valeurs dans Texpression du 
rapport qui figure sous le signe logarithme au second membre de 
la formule obtenue tout à Pheure (135), celte expression se 
transformera par là dans la suivante 

2(H,MH-K,) -♦-l//^.w_ Asn*/i-HB — Csn AcnAdnA 
â(H ti -hK ) i^7W«« A sn*/i-*-B -♦- Csn Acn Adn a' 

dans laquelle nous faisons, pour abréger, 

A *^ /c' [sn f sn «f» en (y -♦- ^) dn (f ■♦- ^) — sn' (f -*- ^)], 
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( B=:U C «= A:' su f sn ^ sn (î» -♦- ^), 

et par conséquent ladite formule (135) deviendra elle-même 

Tif L\ n/ IX Ti/ 1.S ^1 Asn«A-*-B — CsnAcnAdnA 

n (f, h) -*- n u, h) — n (î» -^ tf», A) -ç> - log-— r— — - — --.— - — --— - , 

^^' ^ ^ ' ^^ ^' ' 2 ** Asn'A -4-B-t-CsnAcnAdnA 

XYII 
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ou, en échangeant les deux derniers termes, et intervertissant les 
deux membres, 

139 n y+^A)=n(sP,A)+n(^,A)+-iog— — — - — - — - — __. 

2 A sn' A -+- B — C sn A en A dn A 
Or, la première et la troisième des valeurs (138) donnant 

A sn A zfc C en A dn A = /c* [su ^ sn tp . en (^ -♦- ^) dn (f -h «p) — sn' {f •+- ^)] sn A 

àzk^sn fsn^ sn (f -4- <f) en A dn A 
= — A:'sn'(ç)-*-»|;).sn A-f-A:*snç>sn^ [sn Acn(ç)^ i^)dn(y-*-t//)d=sn(f-+-^)cnAdn A], 

Ton trouvera donc, en ayant égard de même à la seconde, 

B -♦- sn A (A sn A di C en A dn A) = I — A;* sn' (f -f- ^) sn* A 

-♦- A:* sn ç> sn ^ sn A. [l — k^ sn* {f -*- if) sn* A] sn [A =b (y> -*- <i;)], 

d'où Ton conclura dès lors, en distinguant les signes, pour les 
deux termes du rapport envisagé tout à l'heure (137), les valeurs 

A sn* A -«- B -♦- C sn A en A dn A 

= [i-- A:*sn*(f» -♦- ^)sn'A][l -♦- Ai'sn y sn ^ snAsn(f»-+-?*-4- A)1, 

A sn* A -♦- B — C sn A en A dn A 

= [i — /c*sn'(f -♦- ^)sn*A][l — A:*sn f sn »f» snAsn(ç.-4-^— A)], 

et par conséquent, pour le rapport inverse qui figure dans la 
formule (139), la valeur suivante 

A sn* A -H B -*- C sn A en A dn A i -*- fc' sn f» sn f sn A sn (o -fr- ^ -♦- A) 
A sn*A -fr-B — Csn Acn Adn A i — A:*snf) sn^sn Asn (f-*-^ — A) 

laquelle, étant remise à son tour au second membre de ladite 
formule trouvée en dernier lieu (139), la transformera alors 
définitivement dans celle-ci 

/.,/^N TT/ L^ n/ L\ iT/ L\ ^1 i-«-A:*snysn^snA6n(f-^ip-t-/*) 

(140) ^(y-^^,A) = ^(y,A) + ^(^,A)^.-log- — -— i — [> 

2 i — A:'snf sn<f'snAsn(^H-y — h) 



'Éi. 
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qui est bien encore la formule connue d'addition des arguments 
pour la fonction elliptique de troisième espèce considérée sous le 
type introduit par Jacobi (*). 

Remarquons, avant de quitter ce sujet, qu*il nous eût sudi à la 
rigueur d'établir cette dernière formule seule pour posséder du 
même coup Tautre formule relative à la fonction de deuxième 
espèce ; car si, prenant ladite formule sous sa forme précédente 
(139), nous faisons, en tenant compte de la valeur (138) B = l, 

Csnhcnhdnh . , /z\ C [snh\ 

(Ui) ~-^z, d'où lim - =-.Iim — - =C; 

le dernier terme de ladite formule (139) pourra dans ce cas être 
remplacé par le développement connu, savoir 

1 (A sn* h + B)-\'Csnhcnhdnh \ i -i- z z^ z* 

- lOff ' = — lOff = Z -A 1- h •.. 9 

2 ^(Asn*/i^B) — Csu/icn/idn/» 2 ^1— z 3 5 
et la formule elle-même s'écrivant alors, en la divisant par h, 

in(?-*.^A) = in(?, /t)H-in(.f,y»)-i-i^i^^^^^ ); 

il résulte immédiatement de la définition même des deux sym- 
boles n et Z, qu'en faisant tendre A, et par conséquent aussi z, 
vers zéro, puis passant à la limite, cette même formule devien- 
dra, eu égard à la valeur de droite (141) et à celle (138) de C, 

(142) Z (y -♦- ^|/) = Z (f) H- Z (^) -H /c* sn y sn »/^ sn (? -^ ^), 

ainsi que nous Tavons trouvé en premier lieu par un calcul 
direct. 

Toutefois, réconomie d'écritures que nous eussions faite ainsi 
se fût réduite en réalité à fort peu de chose, tous les calculs qui 



(*) Voir, par exemple, Briot et Bouquet, Théorie des Fonctiom Elliptiques, § 325, 
(^de Édition; page M4, en haut). 
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nous ont servi à établir cette dernière formule étant également 
nécessaires pour la démonstration de la précédente (140), en 
sorte qu'ils eussent dû quand même prendre place dans nos 
développements. 

Mais, si nous n'eussions ainsi presque rien gagné comme 
étendue des écritures, notre exposition eût, d'autre part, certaine- 
ment perdu sous le rapport de la clarté et de la facilité de la 
lecture, le fractionnement, entre deux propositions distinctes et 
successives, des développements assez compliqués qu'eiii néces- 
sités la démonstration isolée de la formule (140) ayant incontes- 
tablement pour effet de soulager Tesprit du Lecteur, en permet- 
tant à son attention un repos au milieu de la route, et de faciliter 
ainsi la vue nette et distincte de tous les éléments de la démon- 
stration, ainsi que de Tenchainement logique des raisonnements 
et des calculs. C'est pourquoi nous avons cru préférable d'établir 
séparément chacune de ces deux formules connexes (142) 
et (140). 



Enfin, rclativemenj à ta fonction de troisième espèce, nous 
pourrons encore démontrer facilement, à Paide de ce dernier 
résultat et des calculs qui nous ont servi à rétablir, trois autres 
formules importantes qui se rattachent étroitement à celles qui 
font l'objet et le but des développements ci-dessus. 

Pour la première, partant de cette remarque déjà faite en son 
lieu (page 230) que les équations de définition posées entre les 
les variables ou paramètres successivement introduits, savoir p 
et G) d'une part, ou r et A de l'autre, étaient exactement de même 
forme sauf une constante additive, nous envisagerons la diffé- 
rence symétrique (au signe près) en p et r, de deux intégrales 
de troisième espèce d'un type peu différent de celui considéré 
plus haut, savoir 
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Ces deux intégrales s'éekangeant, comme Ton voit, Tune dans 
Tautre par la permutation de p et r, il suffira donc, pour avoir 
l'expression de chacune en» et A, d'en calculer une seule, la 
seconde, par exemple, qui s'obtient très aisément de la façon 
suivante. 

La première équation (133), qui définit le paramère /i, étant 
de même forme que la première (107) que Ton peut adopter 
pareillement pour définition de la variable &>, entraîne dès lors 
évidemment deux autres semblables aux deux suivantes (107), 
c'est-à-dire que Ton aura simultanément les égalités 

(U4) o'H-r=rsn«(yi— ÎK'), 6'^r= — /*cn'(/i-iK'), c*+r = «*dn«(/i— tK'), 

d'où l'on tirera dès lors, comme précédemment, les valeurs 

/•(r)=(a'-^r)(6''H-r)(c'-+.r)=-/*sn^(A — iK').(i7)«cn^(/i~/:K').w*dri*(/i-iK'), 

l//\7) = /*.m.sn(A — iK')cn(A— tK'Jdn(/» — iK'), 

dr 2 

(145) rfr=/*.2sn(/»— iK.')cn(/i-iK')dn(/»-ik').r//ï., — — - = — rf/i, 

\/f(r) ^'^ 

expressions complètement parallèles à celles résultant de la même 
façon des égalités (107), savoir : 

/•(p) = (a* -♦- p) (6» -^ p) (c* -H p) = /'sn*aî.(i7f cn*a3.dn'«, 
V^yîp) = l^. in. sn a en a ^n a ^ 

dp 2 

(i46) rfû = /*.2 sn wcn ûîdn w .rf«, — — — == — t/w. 

I/Ap) »■« 

Ces préliminaires étant admis, il résultera immédiatement de 
CCS valeurs jointes à la deuxième (133), pour ta seconde des inté- 
grales qui composent la différence envisagée tout à l'heure (143), 
l'expression 
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==2[n(^,«)-n(iK',«)], 

et dès lors les équations précédentes (144) se déduisant de celles 
antérieures (107) en y permutant w et h — iK' en même temps 
que p et r, changement qui transforme 

n (h, «) = n [[h — îK') -f- ïK', «] 

en n (û) -f- îK', A — «K'), Ton obtiendra donc, par cette simple 
permutation, la valeur de Fautre intégrale, qui sera 



/ 



p 

-4^ -^ = 2 [n (ca -f iK', h - tK') - n (»K', A — iK')J , 

et par suite, en la remettant, ainsi que la précédente, dans l'ex- 
pression de la différence envisagée (143), Ton trouvera, pour sa 
valeur, la suivante 

( A = 2 fil (w H- iK', h — ïK') — n (ÎK', h — tK')! 
(147) } L V / V » /j 

( -2[n(/i,«)-n(îK',«)], 

qui peut être notablement simplifiée ainsi qu'il suit, à Faide de 
la formule d'addition obtenue tout à Pheure (140). 

En effet, celte formule pouvant être écrite aussi bien, en divi- 
sant par sn tp chacun des termes de la fraction soumise au signe 
logarithme, 

H Ai'^snfsnAsn |/i-4-(o -+-i|;)l 

1 sn ^ -* 

n(y-*-^,/0=n(^A)-t.ii(^,/i)+^iog-yi ■ , 

H A:*sn5)snAsn l/i — (? -+- ♦)! 

sn</» -" 
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elle donnera donc,pour^ = ±iK' ou sn4'=sn(±îK')= ±qo , 

n(,±.-K',fe)=ii(,,/o-.n(±.K',A)H.-iog ^^L^_|^^^.^,jj . 

et par conséquent, si Ton distingue les deux signes, en se rappe- 
lant que 

sn {z - iK') = sn [{z -+- tK') — 2iR'] = sn {z h- iK') 



A: sn z 

et observant que la fonction II est évideniment une fonction 
impaire, Ion aura donc les deux formules subsidiaires 

2 sn [h -4- f) 

n(. - iK', h) = n(», A) - n («', a) + i log '"'^~"''' . 

:îf sn (/?. -+- ç) 

qui donneront respeclivement, la première en y changeant 
y en w et A en /i — t'K', 

^(«^-iK^^--iK')=^K/t— iK') + n(tK\A-iK')-hliog— ^^ 

'^nK h^iW) -h n(iKS A— tK:')-H -log ^" ^|' "^ "^ , 

2 sn (/i — w) 
d'où, en multipliant par 2, 

/ 2[n(a,+ iK', /i— iK') — n(ir, a— «k')] 

(148) ) , i, sn»(/i-h=.) 

\ 2 sn (// — «) 

et de même la seconde, en y écrivant simplement /^ à la place 
de (p et o à la place de A, 

n (A - tK', cy) = n (A, ^) - n (tK-, oj) -h -[ log ^"["~^| , 

2 sn (« -♦- /i) 
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il où, en multipliant encore par % 

2 [Uih, co) ~ n(iK', «)] = 2 n (A- iK', «) H- 1 log!^!^^^ , 
^ -* 2 sn (&) — n) 

expression qui, étant retranchée de la précédente (148), fournira 
donc enfin, les termes logarithmiques se détruisant alors, pour 
la différence (147), qu'il s'agissait de calculer, la valeur très 
simple : 



(149) 



A = 2[n(«, h — tK') — n (h - »K'),«o;]. 



Cette première expression étant ainsi obtenue, nous allons à 
présent en calculer une seconde, en appliquant à la même diffé- 
rence, considérée sous la forme proposée (143), une transfor- 
mation remarquable, indiquée par Jacobi pour les intégrales 
hyperellipiiques en général, et consistant à mettre chacune de 
celles qui la composent sous la forme d'uneintégrale double. 

A cet effet, partant de cette remarque que notre fonction f 
s'annule pour la limite inférieure — a* commune aux deux inté- 
grales en question. Ton pourra donc écrire la première, par 
exemple, successivement sous les différentes formes : 






l^fXr^ l//(_a' 



'/P 



J-r p-(-«'UV//"(p) 
7'('-) 




(p-')+^Ar) 



(P - 'f 



dr 



-rJr-=-«* t/^, l//-(p)' 

f _±_ r'' m(f-r) + mr) dr 



k 



Et dès lors, la seconde intégrale, étant écrite d'une façon sem- 
blable, en permutant simplement r et p dans ce dernier résultat, 
ainsi qu'il suit 

leur différence A pourra maintenant, les limites étant les mêmes 
pour chaque variable dans ces deux expressions, être présentée 
sous la forme de l'intégrale double 



Ur 



(150) A= / / e-^ 



—a* — a« 



^n?) t^) ' 



en désignant, pour abréger, par 6 l'expression rationnelle et 
symétrique (au signe près) en p et r, 

nsn e _ in?) -^ r(r)] (p - »•) - i[/(p) - f(r)] 

2(o— r)* 

laquelle se simplifie très aisément de la manière suivante. 
Faisant encore, comme dans notre Chapitre V (page 572), 

/•(p) = p» -H Ap* -H Bp +- C, r(p.) = 3p' 4- 2Ap •+- B, 

f^r) = r' -*- Ar* -t- Br -t- C, /"(r) = 5r' h- 2Ar -i- B , 

Ton en conclura successivement 

/(?)-/•(»•) = ?'- r' -f A(p'-r') -. B(p -r) 

= (p - r) [(p« * rp H- r') -h A(p + r) + B], 
r(?) -»- f'ir) = 3(p'' -4- r») + 2A(p -*- r) -h 2B , 
[r(p) + r('-)|(p-r)-2[Ap)-/'('-)| 

= (?-»•) [j3(p'+r«) + 2A(p-i-r)+2Bj— 2j(p'+rp -^r") + A(p -♦- r) -♦- B(] 

=(p-r).(p-r)', 
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et par conséquent, pour la quantité B (1S1), la valeur simple 

(p-rMp-»-)' p-r 1 
® 2(^H7j^ 2 2^^" ■*-'^-^" ■"'•']' 

laquelle étant remise dans Texpression précédente (ISO) de A la 
transformera elle-même dans la suivante 

I /'P /""r ., 1 dp dr 

) 'ta* la* " ^^^(P) ^/î'-) 

qu'il ne reste plus dès lors qu'à exprimer à son tour en coet h à 
la place de p et r. 

Or, cette dernière opération est encore très facile avec nos 
notations et les résultats des calculs développés ci-dessus. 

En effet, les expressions parallèles (146) et (145) d'une part, 
et (107) et (144) de l'autre, donnant immédiatement, en premier 
lieu, 

puis, en second lieu, eu égard à la valeur (106) du module A*, 
comme lors des équations (110) et (111), 

/^ dû /•" 2 /***' /* 
(a'-+-p) — î— = / /*sn'». — rf«=2i/i / -sn^adca 

/:*sn*«rfa)=2twZ(«), 

et d'autre part, en faisant pour un instant h — iK.' = h\ 

/.» dr rh 2 /*^' /* 
(a^^r)—== I IhnUh^iK'). --dh^iin 1 snVi'rfA' 

= 2tnZ(A') = 2mZ(A-tK'), 
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il résultera donc de ces dernières valeurs , pour la différence en 
question (152), la nouvelle expression 

i r 2 2 1 

A =: - 2t/ïZ{«). — (/i — iK') — 2tnZ(A — tR'). — ^ 

= 2 1 (A — iK') Z(«) — û;Z (/» — iK') 1 , 

laquelle étant comparée à celle (149) déjà obtenue précédem- 
ment pour la même quantité, fournira par conséquent l'égalité 

2 |n(ai./i-tK')-n(/j-ïK',«)l = 2r(/i-ïK')Z(«)--«Z(/i-iK')l , 

ou, plus simplement, en écrivant A à la place de A — iK', celle-ci 

(153) n {«, A) — U (h, «) = hZ(œ) — «Z(A; , 

qui est la formule connue de rechange de Targument et du 
paramètre. 

De cette formule et des précédentes (140) et (142), nous 
pourrons alors en tirer une nouvelle, parallèle en quelque sorte 
à celle (140), et relative cette fois à Taddition des paramètres. 

En effet, celle que nous venons d établir à Tinstant, nous 
donnant, en y écrivant p + g à la place de h , 

n(u),p-+-qf) - n(]p-^7,a) = (p-^9)Z(«) — mZ(p-*-7), 

si nous y appliquons, d'abord au second terme de chaque membre 
les formules d'addition (1 40) et (142), puis, cela fait, aux premiers 
termes du second membre la même formule d'échange (155), 
nous aurons donc ainsi la double égalité 

rr, r ^. 1. I -t-A^sn» SliÛf sn» sn(p-^ûfH-w)1 

V 7 ^^x^r Vf ^ €7 I — /.«snpsnqf snMsn(p-i-7-ûj)J 

=^(p^q)Z(a) — a[Z(p) -*- Z(q) -\' k* snp snq fin(p -\' q)] 

= [r[(ro, p) — fl (p, fi-)]-^[n(«, 9)— n(q',«) | - u. k'snp&u q sn(p-*-9), 
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laquelle, en faisant d'abord abstraction du membre intermé- 
diaire, puis réduisant alors, et ne gardant enfin au premier 
membre que le premier terme seul, deviendra définitivement 

/ Il(«,p-*-9)=n(«,p) -*-n(û7,9) — A;'û7 snpsnq sn(p-4- q) 
(i54) \ \ \ ■*-k*snpsnqsnasn(p-^q-^u) 

\ 2 i—k^snpsnqsnasn(p-*-q — ») 

ce qui est la formule d'addition des paramètres pour la fonction 
de troisième espèce (*). 

Enfin, de cette dernière elle-même, jointe à celle relative aux 
arguments, Ton pourra maintenant en déduire une formule plus 
générale, les comprenant Tune et l'autre à titre de cas particu- 
liers, que Ton obtiendra très aisément de la façon suivante. 

Ladite formule (184), que nous venons d'établir en dernier 
lieu, donnant de même, en y écrivant f + 4^ à la place de co, 

n(f + hp-*- 7) = n(f -+-«p,p) -4- n(?-f- ^ q) 

4 L 

— k^(f + ^) sn p sn 7 sn (p -^ q') -4- - log - » 

en faisant pour abréger 

ih = i -k- k^ snp sn q sn (f -*- ^) s>n \p -*- q -*- (f -^ ^)1 j 
P « i — k'^snpsnqsnif -v «f) sn [p -h ç — (f •*- ^)] » 

nous aurons donc, en faisant passer pour un instant, en vue de 
faciliter les transformations, les deux derniers termes de l'équa- 
tion dans le premier membre, puis appliquant alors aux deux 
seuls termes restants du second membre la première formule 
d'addition (140), nous aurons, disons-nous, la double égalité 

U (î^ -*- ^, p -♦. qf) + A;»(î» + ^) snp sn qf sn(p -♦- g) — - log - 

= |n(?,p)+n(^,P) + -iog- + n(i.,g)+iï(4;,(/)-*--iogM , 



('} Briot et Bouquet, Ibid., page 5i5, formule (83). 
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en faisanlde nouveau, pour abréger, 

!M«=1+^*snf sn«f'Snf)sn(^-4-(|'+p), N=iH-A:*8nf sn^sn^sn(f H-<f»-i-^), 
Q = 1 — /c' sn f sn <|/ snp sn (ç) -♦- «p — p), R = 1 — /c*sn y sn <f» sn qf sn (^ -+-<;; — </), 

ou définillvement, en ne gardant encore au premier membre que 
le premier terme seul, 

În(? -♦- hp -^ 9) — n(y,p) -+- ii;«p,p) ^ n(?,g) -+- n(^ q) 

ce qui est de nouveau la formule générale d*addition relative h la 
fonction de troisième espèce, considérée sous le type introduit 
par Jacobi (*). 

Il resterait encore, à la vérité, à faire voir que la fraction 
soumise au signe logarithme , qui, dans la formule que nous 
venons d'écrire, se présente sous la forme d'un produit de six 
facteurs peut être réduit à un produit de quatre facteurs seule- 
ment, analogues de forme aux précédents, c'est-à-dire que Ton 
a régalité, qui subsiste quels que soient cp, ^, />, et q, 

/LMN\« _ GH 
VPQR/ ""Sï' 

en faisant semblablement 

G=^i— A:*sn'(f— p)sn*lif — 9), H = I — A:*sn*(î> — qf)sn*(<p— p), 



(158) , 

S= 1 — A;'sn'(î>-4-p)8n*(^ + 9), T — 1 — A*sn*(î)H-qf)sn'(<f -f-p). 

Mais le résultat (157) que nous venons d'obtenir, suffisant 
parfaitement, comme Ton voit, à mettre en pleine lumière la 
physionomie essentielle de la formule en question, et se prêtant 
en Tétat à telle application pratique que Ton en voudra faire, 



v') IBID., môme page, formule (3o„ ou encore Jordan, Cours d'Analyse de l'École 
Polytechnique, Tome IK î 42r^, formi:les (8) et (9) pp. 430-431. 
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noas ne croyons pas devoir nous arrêter ici à cette dernière 
transformation, qui consiste d'ailleurs en une simple opération 
algébrique basée sur les formules d'addition relatives aux fonc- 
tions elliptiques de première espèce» que nous avons démontrées 
dans notre paragraphe III. 

Enfin, quelles que soient la longueur et la complication des 
calculs développés dans ce» deux derniers paragraphes, comme 
ils offrent cette particularité (nous ne disons pas cet avantage) 
qu'ils ne supposent en aucun endroit la notion des expressions, à 
l'aide de quantités définies par des séries ou des produits infinis, 
dés trois espèces de fonctions elliptiques, nous croyons qu'il 
n'était pas sans intérêt (et nous espérons que cette impression 
sera ressentie également par le Lecteur) de déduire exclusive- 
ment les formules qui y sont démontrées de la considération des 
diverses intégrales qui donnent naissance aux fonctions envisa- 
gées, et d'établir ainsi ces différentes formules relatives aux fonc- 
tions de deuxième et de troisième espèce, sans faire appel à la 
notion plus élevée des fonctions B de Jacobi, sur laquelle est 
basée, dans tous les traités d'Analyse, la démonstration des for- 
mules en question. 
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NOTE VI 



SUR UN AUTRE MODE DE CALCUL DES INTÉGRALES TRIPLES DÉJÀ 
DÉTERMINÉES DANS LE CHAPITRE VI. 

Les intégrales triples que nous avons déterminées dans notre 
dernier Chapitre, Font été en substituant, pour le calcul de Tune 
de chaque type, aux coordonnées u, v, w des variables auxi- 
liaires p, qy r définies par les équations (88) dudit Chapitre. Nous 
allons faire voir, dans cette dernière Note, quel genre d'opéra- 
tions s'imposeraient pour les mêmes calculs si Ton voulait s'en 
tenir exclusivement aux coordonnées ti, v, w elles-mêmes, sans 
s'aider du secours, soit de ces variables auxiliaires p^ q, r, soit 
des Coordonnées Elliptiques, ainsi que nous l'avons fait pour 
le dernier exemple de calcul (E, page 554) à la fin de ce même 
.Chapitre. 

Nous choisirons pour cet exemple le calcul du premier type 
d'intégrales (96) pour Texposanl « = 1, que nous avons déter- 
miné dans ledit Chapitre VI, sous la rubrique : B. Centre de 
gravité (page 537). 

A cet effet, Texpression (^77) de l'élément de masse en Coordon- 
nées Thermométriques devenant, en y introduisant des termes qui 
se détruisent, puis ayant égard aux équations (8) du Chapitre YI, 



dM= — n 



du , (a* H- A) il/ , (a* -♦- 2a*A -*- A*) du 
dv , (a* •♦- fi) dv , (a* -♦- 2aV -♦- ^c*) dv 
dw, (a* -*- y) dwy (a* -*- 2a'y ■+■ y') dw 



D 

l/G 



du , /' sn* u.du, [/* sn' w]* du 

dv, Pdn*v.f/v, [/*dn*i;]*.t/y 

dw, ' (m)' en' w . dw, [(m)' en* wy, dw 

XVIII 
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donnera dès lors, étant rapprochée de la première équation (10) 
du même Chapitre : 



I(«)=«Oar(/J|a= KJ -r-r- / sn u J dnv. in en w,dJS^ 
Ltn 



(1) 

(2) 



(3'' 



^-S 



Linyo 



Isnu.du^ Psn^u.du^ U^su^u.du 

Idnv.dv, Pdn'r.rfu, /'dn'r.rft? 

in en V) . rfto, {inf en' ti? . rfto, ( in)'cn'u) . dw 



Introduisant donc les notations suivantes pour une variable 
quelconque (ù 

sn'"«(/û), Û«=/ dn"'«£/«, QZ= / cn'"»^»; 



û^=sn'"«dn«cn«, ÏJi,= dn'"«cnMsn«, Û'^ = cn'"»sn«dn<y, 

et convenant en outre, lorsque Ton écrira dans ces égalités suc- 
cessivement u, V, V) à la place de o), d'y remplacer toujours en 
même temps û par la majuscule correspondante U, V, W, l'ex- 
pression précédente pourra être représentée, à T^ide de ces 
notations, sous forme plus concise, à Taide des deux égalités 



(3) i(J)==,l_^, A«*^ 



/u, , 2»/'U3, . 2VU5 

/v;. 2*pv;, 2vv; 

inW;', 2»(mfWi', S^ûO^WJ' 



tous les éléments de ce déterminant A!,*^ appartenant, sauf des 
coefficients constants, aux types (1) précédents, que nous allons 
en conséquence indiquer tout d'abord le moyen de calculer. 



a. {Types û^). — Dans ce but, pour le premier type, posant 



/** dx 
— 



dx 

M- 



dw 



dx 



i'^(l— x*)(l-fc«x*) 



h. 



249 
puis faisant, pour abréger, 

X=(\—x^)H—lâx*)^i —(I +k*)x*-*-k*x*, X'=— 2(l-+-A*)x-»-4*V, 
nous partirons de Pidenlité 

rffsT 1/X) = fmx-' l/X -Hx" -^W=.x-' (mX + - xx] — ' 

(/x 

= X—' [w j i — (1 -H fc*)x« + fcVj - (1 + &')x' + 2ftV] — = 

[T dx 
w — (m ^ i) -^ *^')«' -^ (r« H- 2)A:Vj -^ 
l/x 

=» m (m -f- 1) (i ■+-/:•) + (m^âU* , 

laquelle donnera dès lors, d*abord en intégrant, 

•— rx'^^dx /^^x'^^dx /^x'^^dx 

^ V/X ^ l/X -^^ l/X 

puis en revenant à la variable prinaitive go, 
8n'"®.en«dnû) = m / sn**"* « . d» — (iw -♦- i)(l -♦-A:*) /sn"*'*"*«.rf« 

^ (m -4- 2)4* /sn"^'».d». 

Par conséquent, en prenant chaque terme entre les limites 
données goi et coj, et écrivant le résultat à Taide de nos nota- 
tions (1) et (2), nous aurons la formule de réduction 

Û,«mÛ..t-(m -^ i)(1 + k^)Q^^, ^ (m -h 2)fc«Û.^, 
qui, donnant Texpression 
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(8) 



(6) 



k 



permettra de ramener de proche en proche le calcul de Tinlé- 
grale û«> n désignant un entier positif quelconque, à celui des 
deux seules intégrdes 

si n est pair, et si n est impair, en faisant alors m = 0, à celui 
de la seule intégrale : 

<— tA:snci}dnes . t /* ik.d en a 



^ /* , « /• — tfesnwdncc t /• t«;.aentt> 

'ûi=/ snMaM=- / aa) = ~ / — ■ 

J kj dn» kj |/i-»fc«(i— cn'( 

t r"^ d.ikciïco % r . /ik \v 

«=-- / =°-r "''<î sin --en») • 

V l/^î~(i/tciia)« ^ L \*i /Ji 



n L'on arriverait à une expression de forme assez différente en apparence si, pour 
effectuer celte quadrature, l'on s'en tenait à la forme de différentielle algébrique telle que 
celles qui figurent au second membre de la formule de réduction primitive (3^"''), procédé 
qui pourra sembler plus naturel que d'y introduire, ainsi que nous l'avons fait, le sinus 
d'amplitude. Gomme cette dissemblance entre les deux résultats ainsi successivement 
obtenus par deux voies différentes, pourrait inspirer au Lecteur quelcpie défiance au sujet de 
l'exactitude de celui (6) que nous donnons ci-dessus, nous croyons utile de montrer qu'il 
n'y a dans ce fait qu'une simple apparence, et que les deux expressions exi question sont 
en réalité parfaitement équivalentes . 

Pour le faire voir, conservant donc la variable x définie par les égalités (S*»'»), l'intégrale 
indéfinie 



(*) 



//• xcix 
sn (o aco = / 
«/ l/l — a;*)(l- 



-/k*a;«) 



se calculera très aisément eu faisant x* « s, d'oU xdx ■= { dz, car ayant ainsi successi- 
vement 



(1 -t-^')' 
( . - a) (1 — k^z) = 1 — ( I -H A») z H- ft«2« = 1 — 



Ak* 
4k* — i 






4k* 



(1 -4- k*Y n-*-k*^Wz y 
ïk* ^ [ iifc I 



= ^ [~ (t - /f»y» + (1 -♦- &« - 2A«2)«], 



1/(1 - s) (I - k*z) = ^ \/( I - k*)* -{\ + k*- 2A«2)% 
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. b". {Types QL et 1211). — Pour les deux autres types (1), il i^era 
nécessaire de distinguer deux cas, suivant que m sera pair ou 
impair. 

Si m8=2n, leur calcul se ramènera immédiatement à 



l'on trouvera donc, avec les variables introduites à tour de rôle, 

//* xdx '^ r ^2 
Sn a» r/co == / — = - / — 

J 1/(1 — a?«j(l — Jfc«a?«) ^-f V/li-a)(i- 

_ r /• âz £ r — 2fe\dg 



A»2) 



-T. V/(t - A*)* - (1 -l-^«-^2/f«3y 

: -- arc sin h C = -- arc sin ^ h C 



i / A* \ 

= — arc sin 1 --I- 2 -- on" û> -H C, 
2A; V ftî / 

uent pour la quantité Q.^ l'expression 



et fournirait par conséquent pour la quantité Q.^ l'expression 



qui semble au premier abord entièrement différente de l'expresôion (6) obtenue ci-dessus» 

Nous aurons fait disparaître aisément cette api)arente contradiction, si nous montrons 
que les deux intégrales indéfinies (la constante étant sous-entendue, pour plus de simpli- 
cité, dans chacune) 



(a) 






ne diffèrent que par une constante, car il est bien clair que les intégrales définies 
correspondantes relatives aux mêmes limites, supérieures et inférieures, de la variable a» 
seront alors rigoureusement égales. 
En effet, les xléfini lions qui précèdent de Xj et Yj donnant immédiatement 

. 2A^ . .*• . . ^^ <* 

sn — X, =:r 1 -♦- 2 — cil* «, sin - Yji» — cqco, 

Ton conclura successivement de ces deux égalités 

2A k h 

(6) sin — X, = 1 — 2 sin*T Y» = cos 2 tY» . 
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celui que nous venons d^effectuer, attendu que Ton aura dans 
ce cas 

dn** « ~ (dn* «)" = ( I — fc* sn* ©)" 

= i A'sn»»-*- -i 'k^sn*» ^^ : A;*8n*» 

i 1.2 i 2.3 

-4- .... -I- (— i)— « 2 A;«t— *) 8n»<— *>(» H- (— {Yf^sn*^ «, 
1 

(^) \ en*" « — (en' «)» = (1 — sn» «)• 

n n(«— 1) n(n— 1)(n--2^ 

= 1 sn' « -f- — ^ sn* « ^ / sn* a 

i 1.2 1.2.3 



-^ (— 1)""* - sn'^'-'Jû» -^ (— *)" sn'" û), 



(r) 



cos' 



(A* A;* \ 

*î A* / 

k* I k* \ k / k \ 

= — i — cu«».h-*-j-cn«»l=4sin«-Yi [l— sin«-Yj 



k k k 

= 4 siD« - Y, cos» * Yj = sin« 2 -7 Y,. 

Gomme il résulte de ces dernières expressions {y) et (6) que l'on pourra prendre dans 
la définition (a) de X| l'arc sinus de telle sorte qae l'on ait à la fois 

n . 2A 2A 2fe 

cos ~ X, = — - siu -7 Yj, sin — X^ = cos -7 Yj , 

il s'ensuivra donc l'égalité 

2^ 2^ 2^ 2ifc 2^ 

sin — (X, — Y.) = sin — X. cos — Y. — cos ~ X, sin — Y. 

2Jk 2A 

«= cos* — Y. H- sin* — Y, = 1 , 

t I 

d'où résultera par conséquent celle-ci . 

^k ir 

~(Xj-YJ = 2m5r-*--, oa 

qui constitue précisément le fait qu'il suffisait d'établir. 



Xi ^ Y, a= consl , 
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(Tou, en multipliant paf* dtù^ puis intégrant entre les limites o)) 
et «3, les expressions 



1 1.2- 



"('^-^Im.^ w^w~1)(n-2) 



i.2.3 



*«Ûfl 



(7**') 



-*- (- ir-'y /^^-*^ûi,-. -H (- i)- /^'-ûi„, 






.« 



Si, au contraire, m =' 2n + 1, faisant de nouveau 



sn*aî=z, cQ»=V/| — jz, cln«==l/l — A:*J5, âsn&coâjdncoduessctjz, 



dn «clos 



djz 



rf;:r 



en » r/cj s= • 



(/;? 



dz 



I 



2sn«en« Sl/il^l — z 2sn«dn« %\/^i/\ — k^z 

• on aura donc, eu égard aux développements déjà envisagés (7), 
dn**+' wda = dn*" o, ânado 

l i i.2 1.2.3 

^ + (— l)-« -&'<-*> z— + (-- i)"A:»«z''1 — ^^ 



cn*""*^ arfû) c=r en'" &» . en » rf« 



I n n(ii— i) n(n — 1)fw~2) , 

1 \ i.2 1.2.3 

. *» . , 1 dz 

^ h2\/z(i—kh) 



n Moas avons donné dans notre Chapitre VI l'expression générale des quadratures ûm 
pour tome valear entière et positive de l'exposant m [ypir la note de la page 505, for* 
mules (e) et (t)) de cette note]. On doit donc considérer dès lors celle des quadratures 
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et par conséquent, si Ton convient encore de faire, quel que soit 
rentier m, 

^ z: = / ^ 

les égalités précédentes donneront, en les intégrant entre les 
limites a)| et co,, et Taisant usage encore des notations (1), les 
formules 



(9) 



-H (- 1 ;-'^ ^*<-*>Z;., H- (- 1)' fe'« Z;, 






H.....H.(«i)-*-z:_.-*-(-i)«z:', 

qui fourniront les expressions demandées à la seule condition 
d'y remplacer, après avoir effectué chaque quadrature ZI ou Zî', 
la variable provisoire z par sa valeur z =» sn' w. 

La question actuelle étant ainsi ramenée au calcul des seules 
quadratures (8), et remarquant qu*il suffira de déterminer la 
seconde seulement, la première se déduisant de celle-là en y 



connexes û^ et ^'^ comme également fournies pour le cas de m = 2m parles formules 
que nous écrivocs ci-dessus (T^U). 

A la vérité, cette hypothèse n'est pas celle qui correspond au problème particulier que 
nous avons eu vue dans la présente Note; mais l'obtention de ce résultat ne nous ayant 
coûté, comme on vient de le voir, que quelques lignes seulement, nous avons cru oppor- 
tun de l'acquérir, chemin faisant, à si peu de frais, pour le mettre à la disposition du 
Lecteur, dans le cas ou il voudrait appliquer les mêmes procédés de calcul à l'un des 
problèmes les plus simples relatifs à Thypoihèse de l'exposant m pair, c'est-à-dire celles 
de m » 0, ou m ts 2, qui correspondent à la détermination de la masse ou des moments 
principaux d'inertie du même corps, et retrouver également ainsi les résultats déjà' 
obtenus à ce sujet dans notre Chapitre VI. 
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faisant simplement /:^«=aly nous ferons, comme pour le calcul 
de rintégrale précédente Q^, 

(40) Z^z{i—kh) = zr-^kh\ r^i—Uh, 

et partant semblablement de Tidenlité , * 

dz 



L 2l/zJ 

« z— * [%n.z{\ — A««) + z. (i-.2A«z)l 

' = 2- [2m (1 — kh) -♦- < — 2fe»z] 
= 2'" [2m ■+- ! — 2 (m -♦. 4) *«z] 



2^^z 

dz 

______ * 

2l/z 
dz 

dz 



21/Z 

nous en conclurons, en Tiniégrant et ayant égard à la défini- 
tion (10) de Z, 

^ x» z^'dz /^* z^^*dz 

(11) z"»/z(1— A:»z) = (2mH-1) / z=:z -2(m-*-1)A:«/ , 

*/ 2 1/ z(1 - A;»z) . ^ 2 l/z(i— A:«z) 

puis de là, en faisant A^ = 1 dans cette dernière égalité elle- 
même, 

(12) ;5'»l/;?(1-z)«(2m-*-1) / _-_-_2(m^1) y 

^ 2l/z(l— z) «^^ 2l/z(i— z) 

Or, comme Ton aura, eu égard à la définition admise z = sn^u, 

!z* . \/z V\ — fc*z = sn*^ 6) . sn 6) dn » = sn"*+* w dn w , 
z"* l/z k^ 1 — z = sn** cj. sn » en 6) t=:r sn*"""*^ « en » , 

Ton déduira donc des deux égalités précédentes (11) et (12), en 
y prenant chacun des termes entre les limites z^ et z^ corres- 
pondantes aux limites données pour &), et écrivant encore les 



256 

résultats à Taide de nos notations (8), les deux formules de 
réduction 

( (sn*"+*ûicD»)î = (2m-f-i)Z'^ — 2(m-+- i)Z:^^.4, 

ou^ ce qui est la même chose, en intervertissant leur ordre et 
les résolvant par rapport à ZZ+i et Z'^^i, 



m 



2(mH-4) L J 

^^ ° 2 (m 1 \)k^ [^^"^ "• DZ^-Csn'-^.dn .)î]. 

Ces deux formules de réduction, complètement analogues à 
celle (4) obtenue plus haut pour le calcul de Tintégrale û„, 
permettront de même de ramener de proche en proche celui des 
deux intégrales Z'^ et Zl' h la détermination des deux seules inté- 
grales Zq et Z'o' (*), pour lesquelles on trouvera très aisément, 
quant à la seconde par exemple, la formule de quadrature 

^ ^[/z(\--k'z) J 2l/sn»»(i — A;*sn*«) 

/* 2 sn 0) r/ . sn 1 /^* (Lksna 



(*) On par7ient aisément, en suivant cette voie, à un résultat important de Calcul 
Intégral, complètement analogue à celui que nous avons donné dans notre Chapitre VI 
pour l'intégrale Q,m'=/^snw do» (voir la note de la page 505), en le^ déduisant alors 
d'une formule de réduction équivalente (aux notations près) aux formules précédentes 
(3<erj ou (4)^ Qous voulons dire l'expression explicite des deux quadratures connexes de 
celle-là 

dnwrfw et îîm=/ cnwrfw, 

o 

pour toute valeur entière et positive de l'exposant m. 
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c'est-à-dire la valeur 



(44) Zi' = - arc sin(A: sn ») ; 

et comme, d*après les définitions (8), Z]^ se déduit de Z^' en y 



. En effet, si l'on convient de prendre et o» pour les deux limites des intégrales que 
nous spécifioins dans ce qui précède par les indices 1 et % la seconde des formules (13) 
que nous venons d'établir, en y chassant le dénominateur, puis écrivant i — 1 à la place 
de mj et diminuant ensuite à chaque fois l'indice i d'une unité, engendrera successivement 
la série des équations 



2t. *« z;' - (2t' — 1) z;i , = - snV« dn «. 

(2i — 2, . /c" z;!, —'(2» — 3) Z;iî = — snw-« a» dn a», 

(2t — 4) . A" z;:, — (2t — 5) z;i j = — sn«'- » ûi dn « , 

(2, — 2y^ 2) Jk*z;.!.^+,— (2f -2; -f-i) z;iy = — sn«'-«^«dnc», 
(2i — 2;).A*Z;Vj — (2»— 2; — i)z;'^ i — — sn«<-«/-*ûidnc»,' 

4 Âf» Z^' — 3 Z|' = — sn» to dn 0), 
2 &• Z' ' — z" îs -- su ft» dn (u , 



1 

9t 
9% 

9j'i 
9i 

9i'* 
9t-i 



lesquelles étant multipliées respectivement parles coefficients inscrits en marge en regard 
de chacune d'elles, et ajoutées ensuite membre à membre, formeront alors la suivante : 

2f.*«Z;' + [(2t-2)/^.^,-(2»~l)]z;i4H-[(2»-4)fc^(y,-(2»-3)i^,]z;:, 
+ -^r(2*-2;n«.^/-.(2i-.2y + l)i^y_4jz;ij-+- 

-h (2&«. Qi-i —^Çi-t) Z," - gff-i z;' 

= — dna)(sn''-*a)-f-grjSn*'-'w-i-gfgSn**-*<» -♦- ... . 

-H s'^sn*'- V^« eu -H -4- Qi^i sn'o) -i-g'i-i sn »). 

Or, si l'on détermine les différents coefficients 9i, 9s> ••• 9i-i P^^ les conditions 
(2»~2)*«.i^,-(2»-i)=0,, (2»-4)*».^.-2(»-3)^,=0, 

(2*- 2;)&«.Sf>-(2t-2;-t- l)flf,-4 = 0, , 2**.ôr^i - 3flr,., = 0, 
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faisant simplemenl k<=^ i^ Texpression que nous venons d'obte- 
nir fournira dès lors immédiatement pour Zq cette autre analogue : 

(15) Z;=[arcsin(sn»)]î. 

qui leur assigneront en conséquence les valeurs 

_ 2i— 1 1 _ 2i~3 1 _ (2t— l)(2t-3) 1 

^'■"Si — â *«' ^* "■ 2t--4^**i"'"{2i — 2)(2t — 4) Â* ' 

_ 2i— 2;-hi J_ _ (2i->i) (2»-— 3) (gi-^a/-*-!) j__ 

f*^) \ ^' -21—2; ^^~*'A»""(2i— 2)(2i— 4) (2t— 2;) ÂV' 



_3 1 _ (2t— 1)(2i— 3) 3.3 1 

i ^'-* — 2 ^'.-«- jfct~ (2t _ 2) (2t - 4) 4.2 fc«5^' 

l'équation formée tout à l'heure, dans laquelle il ne subsistera plus dès lors au premier 
membre que le premier et le dernier terme seuls, fournira par conséquent pour l'inté- 
grale Z^" l'expression 

-♦- -i-gj sn^-'i-* w -H -♦- gt-t sn'o» -*- y^-i sd û>) L 

la valeur de chacun des coefficients étant celle que nous venons d'indiquer. 

Partant de là, si nous désignons, en vue de faciliter l'écriture des formules intéres- 
santes que 'nous voulons donner, par le symbole Âj^') le coefficient de rang ^ -h 1 dans le 
développement de la puissance n du binôme, coefficient dont la valeur est, comme l'on 
sait, étant écrite avec les notation et convention dont nous avons déjà fait usage dans 
notre Chapitre VI (page 483), 

^^^ •" 1.2.3 ..... t ^fî(ii-.)!' 

et de même par le symbole C^^ le nouveau coefficient numérique 

(2,--l)(2;--3) (2*-2y-^l) 

^' . * (2i--2M2f — 4) (2f-2;) * 

pour toutes les valeurs entières de; depuis; « 1 jusqu'à; =« i — 1, de telle sorte que le 



*) Voir la note à la page 262. 
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Nous étant assuré ces procédés de calcul, arrivons maintenant 
à la détermination effective des différents éléments du détermi- 
nant proposé (3). 



premier et le dernier de ces coefficients soient respectivement 

:2t~2' • (2t— 2)(2i-r-4) 4.2 [2'"*. (« — !)!]«' 

comme avec ces notations les valeurs ci-dessus (a) des coefficients g s'écriront 

,.=cl-.l. ,.=c?.i ,,= cv.l s--cl'-',-^, 

en premier lieu l'expression (6) trouvée ci-dessus pour Zj' deviendra semblabjement 

— sncdDû, fsn«(*-*)a»-t- ^ Ct»^]^ sn«(W-«) J L 

et comme la première formule (13), dont nous avons lire exclusivement ce résultat, se 
déduit de la seconde en y changeant simplement du ai en cnco, Z'^ en Z', et faisant en 
même temps k* » i, il est t>ien clair,,sans recommencer le calcul, que l'on trouvera, par 
le même procédé, pour l'intégrale l'i l'expression homologue : 

z; = ;^. Ci' *^Z;— sncucnco (sn*(»-*)(o-+- ^ Cj^^ 8n«(W-*) J . 

En second lieu, ces deux dernières valeurs étant remises respectivement au second 
membre de chacune des deux formules (9), qui s'écriraient également sous forme 
condensée , . . 

issn i=:n 

ûk+i - z;-*- 2 (- D'AL"» fc^z; , û;;^»= z;* -*- 2 (- d' ^^X , 

celles-ci deviendront donc à leur tour, avec les mêmes notations 
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Quant à la première ligne , qui appartient tout entière au 
type Q.y aux coefficients constants près, la formule ci-dessus (4) 
donnant successivement, pour m «» et m «a 2, les expressions 



(16) 






de sorte, qu'en réunissant les termes semblables, rempUçant Zo et Z" par leurs valeurs 
trouvées ci-dessus (15) et (14), et faisant enfin de nouveau, en tenant compte des défini- 
tions précédentes [y) et {^, 



(e) 



Jl,, = Ai« 



C? 



['-!) 



(2«-l)! 



2f! 



i!(fi--i)! 2i[2'-*.(f — l)!p ii(n-ty, (2'.i!)*' 



les expressions demandées des intégrales A^^^j «^ ^'ù+i seront donc définitivement les 
suivantes 

I ^u+i =* ( 1 ■+- 2 ^"^ ' )*riU<**M • arc sin (sn a») 

— sn w en to y (— 1 )' — fc*' sn'l'-*) o» 

si 2» 

— sna,cna,2 (-^)'-t:*« 2 ^'^^ sn*(W-i) a» L 
ûJ«-fi= (l -^ 2 ^— *)' c/1 <• j^J • l arc sin (Âc sn a,) 



h) ( 



socudn* S*, ,.>« 

> (— 1 • — sn«c-«)a) 

A* ^-e; 2i 






les valeurs du coefficient numérique et,-, Â^J} et CJ^^ étant celles indiquées par les for- 
mules (e), (r), et (J). 

D'ailleurs, l'expression analogue des intégrales n^, et q'^1 étant déjà donnée par les 
formules ci-dessus (Ti><>), l'on doit donc considérer comme connues les expressions des 
quadratures û^ et ûjj pour toute valeur entière et positive de m, ainsi que nous l'avons 
annoncé. 

Gomme exemples d'application de ces dernières formules (t)), considérons le cas simple 
de 11 ss 2 qui suffit pour mettre en jeu une quantité au moins de chaque type parmi les 



(17) 
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dont la seconde deviendra, en y remettant la première, 

Û,= ^ [- 2Û, -H 3(1 H- ft'). ^ ; (t . fc') Û. H- s, j -^ Û,] 

= -ij F— 4 *' Û, + 3( » -H fc') j (1 + P) Û, -<- Û. j + 2A'Û,1 

= 1. n 3(1 + ky— 4&» j Û, + 5 (1 + A») Û, -t- 2fc*Û,1 

différents éléments analytiques dent elles se composent. Elles donneront alors, pour cette 
hypothèse, 

; « I Ai*' A?) \ 

Û5=(i cilî),/t«-*-eHoi**)-2»rcsin(snto) — sneocno» I A»-»-— A:*sn*a»| 

— Sn a> CD (II. — - ** C^\ 
4 

\ .. I A>i ''^A 1 . „ X sncdno,/ a4«> Ai') \ 
I ûi'-=^i_2^ + — 'l.-arcsmlftsn») ^_ ^_:^ + _i. s„.„J 

1 A?) Ci" 

' — SD 0) dn (0 . — - — , 

Jes valeurs des différents coefficients étant, d'après les définitions précitées (6), {y), et ($), 
_ 2! 21 2i._, _2! 4! i .2.3.4 3.2» 3 

A?) = 2, A?) = l. Ci*)=iZlî.=:5, 

4 — 2 2' 

et par conséquent, en y remettant ces valeurs, ordonnant, et réduisant à un dénominateur 
unique, l'on aura définitivement les formules de quadratures 

q;— / dn»codw= M js — l8A*--3A*)|.arcsin(sna>) 



-f (8A" — Zk*) snco CD(k> — 2&* sn'cocnc» 1 , 
û i = / cn»a> du, = — M (3 — SA*) -i- 8A* I . arc sin [k sn w) 



— A (3 — 8A*) SD(o dn<to — 2A» sn»» doa> , 
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si alors, dans les formules que nous avons ainsi obtenues (6), 
(16% et (17), nous introduisons Thypothèse (k et A:^ étant tous 



qu'il est aisé de yérifier directement, et qui concordent bien, ainsi que l'on s'en assure 
immédiatement avec les formules (S6) que nous établissons plus loin dans la présente 
Note sous une forme légèrement différente, mieux appropriée au but que nous y avons 
en Tue. 

(*) Il y a lieu de formuler ici, au sujet de ces expressions (14) et (15), une remarque 
analogue à celle qui a été faite un peu plus haut, à l'occasion de l'expression précédente (6), 
à savoir que le calcul de ces mêmes quantités ét'ant effectué comme quadrature de diffé- 
rentielles algébriques, conduit à des résultats qui n'en diffèrent qu'en apparence seidement, 
et dont l'équivalence avec lesdites expressions (14) et (15) s'établit sans peine, à l'aide d'un 
procédé tout semblable à celui que nous avons employé dans la circonstance précitée. 

En effet, si l'on garde jusqu'au bout la variable z dans les différentielles en question, l'on 
trouvera ^ès aisément, quant à la première, 



/8a dz /*z^ kdz _^ 1 y^2 



Wdz 



l/l--(2&"2 — D* 

c'est-à-dire, par conséquent, la valeur 

Z'/ = — [arc sin (2&*3 — 1)]; = — - [arc sin (2&* sn» o — l)]î , 

qui entraînera dès lors, en faisant de nouveau k «1, pour la seconde intégrale en question, 
l'autre valeur 

1 1 

Z; = - [arc sin (2« — - !)]« a= - [arc sin (2 su" » — 1 )]? . 

Or, l'équivalence de la première de ces deux expressions que nous venons d'obtenir par 
ce nouveau procédé de calcul avec celle (14) trouvée en premier lieu plus haut, résultera 
encore manifestement de ce fait qu'il suffira d'établir, à savoir que les deux intégrales 
indéfinies correspondantes (la constante étant encore sous-entendue) 

(a) ^» "^ ôfr ^^^ ^^" ^^^ sn* to — 1), ^« ** T ^^^ ^'° ^^ ^^ "^» 

ne diffèrent de nouveau que par ime simple constante. 
Pour le montrer, déduisant immédiatement de ces définitions de Xg et Y^ 

(6) sin -2/tX, = 2ife» su" « — 1 , sin /rY^ = /r sn », 

nous en conclurons successivement, comme précédemment, 

(y) sin 2JI:X, = 2 sin» AY, — 1 = cos 2&Y„ 

(^) cos» ifeY, = 1 — sin» /îY, = 1 — k* sn» » = dn» », 

!cos» 2i«, = 1 - sn» âfcX, = 1 - {ik* sn» « — 1 )» 
= 1 — (4^* sn* « — 4A*» su» o h- 1 ) 
r= 4it» sn» « (1 - *« sn» ») » 4A» sn» w . dn» « . 
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deux positifs par définition) 



n 

Us ■ 



n 

« n* n' n A:, m 

conformément aux égalités (3), (13), et (16) au Chapitre VI, 
elles deviendront 

Ui = -- arc sm l — en w I == - arc sin I — en w I » 

n* 

= -^, [(Sm* — 8nV) U, -*- 3 (n* — P) n' Uo — 2nV Û J » 



et par conséquent, en tenant compte de l'égalité de droite (6) et de la précédente {rS), cette 
dernière expression (6) donnera la suivante : 

(Tj) cos* 2&Xj = 4 sin» kY^ cos« A Y, = sin* SAY^ . 

11 suivra donc encore de cette dernière égalité (ri) et de celle (y) que, dans la défini- 
tion (a) de Xg, l'on pourra prendre l'arc sinus de telle sorte que l'on ait à la fois 

sin â/cXg = cos 2/fY,, cos 2A: Xg = — sin S&Yg , 

auquel cas l'on aura en même temps les égalités 

sin 2A (X, — Y,) = sin 2ftX, cos 2^Yj — cos 2AX, sin 2^Yg 
= cos* 2^Yj ^- sin" 2&Y, = 1 , 

ou, ce qui est la même chose, de nouveau la suivante 

r 
2fc(X, — Yj) = 2nîrH--, ou X, — Y, = const.,' 

ainsi que nous proposions de l'établir, ce qui justifie dès lors le fait annoncé au commen- 
cement de cette note. 

(*) Voir, au Chapitre VI, la note de la page 497. 

XIX 
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eL par conséquent, en faisant abstraction des membres intermé- 
diaires, puis multipliant ces trois égalités respectivement par 
/, 2^/3 et 2*/^, nous obtiendrons définitivement, pour les éléments 
(ie la première ligne du déterminant Ai?^ (3), les trois expressions : 

/U, = n arc sin f — en w 1 , 

('^^ ( 2'/«U, = 2(/*— n');./U^-2n'./ÏÏo, 

2*/»U8 = 2(3m* — Sw'O./U, -+- 3(«* — /'). 2w'/0o — inH'JV^. 

Semblablement, quant aux deux lignes suivantes, les deux 
formules analogues (9) donneront, pour les trois premières 
valeurs de l'entier n, les expressions 

(19) I ft = i, Û3 = zi — ^%', û^'=:z;'-zr, 

( « = 2, û; = z;-2^% + /c*z;, û;'c=z';-2Z'/ + z'/, 

dans lesquelles Zi et Zi' étant déjà connues par les égalités (15) 
et (14), les quantités suivantes Zî, Z'/, Zi, Zi' seront de même 
fournies par les deux formules (13) pour les valeurs et 1 de 
rentier m, et seront par conséquent celles-ci : 

Z; = i Tz'o - (sn co en «)î] , Z'/ = 1^ t ~ (sn « dn .,)jl , 

z; = i Fsz; - (sn^ « en «) ;1 , z^' = 4^ 1"^^'' - (^"'" ^" ")?] • 

Or comme, en se reportant aux définitions (2), on peut écrire 
*^n premier lieu, 

(sn a en w)? = (dn**ûj en « sn «)î = û J , 
(sn«dn«)î=(cn®«sncy dn«)î=û^', 



(20) 
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puis, en second lieu, en se servant de ce premier résultat, 

(sn'wcnû))î^= — 75 (— A:*sn'« .sn cocn «j 

= — Ti (^ — ^' sn*û)) . sn » en co — sn (u en « 

= — T-J(dn'«sn»cn«)î"-(sncocn«)î =—75 (ûî— ÛJ , 

(sn' » dn «)î == (sn* o) . sn a? dn cû)\ = [(1 — en' a) sn a dn «]* 

= — (en* » sn ûj dn a)\ -*- (sn w dn m)Î = — (ûV — ûj' ), 

l'on voit ainsi que les deux expressions (20) des Z' et Z" aux- 
quelles nous venons d'arriver tout à l'heure , pourront être 
écrites sous forme abrégée, à l'aide de ces notations (2) : 

z; = i Uz; + ^ (â;- ôi) j , z;- = -1 bz;- + (q;- _ q;) 1 . 

En ayant donc égard aux expressions (15) et (14) trouvées 
pour Zo et Zil', et reportant, d'autre part, ces dernières valeurs 
que nous venons d'obtenir dans les expressions précédentes (19) 
des Q' et Q", l'on trouvera successivement 

l ûi = Zô = arc sin (sn o) , 

(22) 

■ f Ûi' = ZJ' = - arc sin (k sn <a) , 

û; = zi — *'z;=z;-fe».i(z;-ûi) = | ["(a-ftW+'cûl, 

(23) i L . J 

ûi'=zi'- z;'=z;'- ^ (zi'-^;')=2^[^(2A'-i)z;'H-ûï'j. 



(21) 



266 



(24) ^ 



= z; - 2A'z; + k*. l [sz; + i (q; - oi)! 
= |- uz; + (5fc* - Hk*) . z; + A' û; - a'û; 1 , 



ijj «= Zq — 2Zi -f- Z) 



(25) 



= zi' - 2Zi' + ^^ hz;' + (û;' - oi') | 
== -1 Ta^zi' -4- (3 - 8^*) Zi' -h ûi' - q;'! 

ou, ce qui est la même chose, pour le second groupe (23), en y 
remettant à la place de Zô et Zô' leurs valeurs Qj et Q[' (19), 

et de même, pour le troisième groupe (24), en y remettant, 
d'abord à la place de Z\ et Z'/ leurs valeurs (21), elles devien- 
dront une première fois 



j û; = i r4z;-*.(3fc*^8^»).l (z;-iii) -^ ^*û; - roi"! 

= 1 Lw — sk' + 8) z; — (3A;* -^ 8^' 4- 2fc*)n; 4- 2ifc'û; 1 , 
û;'= ^ 4A:'Z;' -^ (3 — 8/î:'). — (zi' - Ûi') -i- Q',' — Ù'A 



puis, déiSnitivement, en réduisant, et remplaçant de nouveau 
Zi et 7jq par leurs valeurs ûi et Ûl' : 
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(26) 



(27) 



(28) 



Û; « 1 ["(Sfc* - 8A:* -H 8)û; + 5Â:'(2 - ^«)Ûi -^ 2**02], 

Ûi' = g^r(5 — 8fc' -4- 8A'*jÛ;' + 5( 2A:«— 1)û;' -i- S^'Û,']. 

Les trois groupes de formules (22), (25), et (26) fournissent 
désormais tous les éléments des deuxième et troisième lignes du 
déterminant Ai*^ (3), en y introduisant encore les hypothèses 
correspondantes, savoir, pour la deuxième w = u, *==*', et pour 
la troisième «==11;, A = ft" ; auquel cas, d'une parties pre- 
mières formules de chacun de ces trois groupes donneront, rela- 
tivement aux éléments de la seconde ligiie, les expressions 

\[ = arc sin (sn v) , 

v;=ir(2^*'*)v;H-fc''v;l 

VJ = i \(5k" - Sk" -+- 8) V; H- W* (2 — k'*)'Vo -^ 2A-'*V;1 , 

et d'autre part les secondes formules des mêmes groupes fournf- 
ront semblablement, en vue des éléments de la troisième ligne, 
ces autres expressions 

W't' « 777 U"*^ s*'" (^" sn ««') h 



dans lesquelles il n y aura plus, tant pour ce dernier groupe que 
pour le précédent, qu'à remettre pour k' et k" les valeurs admises 
par nos définitions au début de notre Chapitre VI. 

A cet effet, ayant, quant au deuxième groupe (27), d'après les 
valeurs (3) et la relation de gauche (o) de ce Chapitre, 

XIX. 
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im , . m' 2/' -*- m' P + (P + m') <' — n* 

(29) i 3Jt" — 8A;"-t-8 = 3yH-8y -♦-8 = ]^râiM*-f-8/'(m'-^f)l 

= l.(3m*-8n'/'), 



et quant au troisième groupe (38), A;" étant positif par définition, 

. (*) 

— m 
k" = 



(50) 



— in ^.... . ^ w . —(2n*-+-m*) —«'—(«'-♦-m') 






m* 



3 — 8A"'" -♦- 8A;' * === 5 -4- 8 — -f- 8 — = — 3m* -h 8«* (m* -*- n') 

?n* m* iw* L J 



= -7(5'w* — 8wT), 



m 



les trois égalités (27) deviendront, en y remettant les valeurs (29) 
des coefficients de ce groupe, 

V;= |^arcsin(snv)|, v; = - 1 -^v;-- Vi 1, 

( v;= i [i(5.^ _ 8„«.).v; - 5 ^ i::i^V; - 29! vi], 

d'où, par conséquent, en les multipliant respeetivennent par 
/, 2^P, et 2*/», pour les éléments de la seconde ligne du détermi- 
nant (3), les expressions définitives 

/VJ = / [arc sin (sn i;)]î, 
(31) \ 2-PVi=2(/' — «*)./V; — 2m'/VÎ, 

2*/» v; = 2(3m* — %nH^) . / v; — 3(/' — n') . 2m'/Vi — 4/* m' . / V;-, 



'*) Voir, au Chapitre Vï, la seconde note de la page 498, 
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et de même, comme en remeilant dans l'autre groupe (28) les 
valeurs (30) de ses coefficients, il deviendra 

W| = arc sm I sn v; ) , 

— tn \_ \ m Jj^ 

m 

oM L ''* J 2,en)*L J 

(«wrLm*' iw* m* J 

= ::iT-r. I (^^'** — ^"'0 w;' -4- 5 (/^— w^). m' Wi' — 2n' ml wTI , 
2'On)* L J 

Ton aura donc semblablement, en multipliant encore ces égalités 
respectivement par m, 2^ {in)^, et 2*(m)^ pour les éléments de la 
troisième ligne, ces autres expressions définitives : 

mWJ' = — m j arc sin ( sni-t?) , 

2*(inf Wi' = 2 {/* — w*). i/i w;' -+- 2m' i/i WÎ', 

2*(tw)''W;' = 2(5m*~ Sw'^ry.ûi W;'-+- 3(/* — «*).2m^V4W;'— 4«*ml mW^^^ 



Les valeurs de tous les éléments du déterminant proposé (3) 
étant ainsi obtenues et représentées par les trois groupes d'ex- 
pressions (18), (31), et (32), rien n'est plus facile à présent que 
le calcul effectif de ce déterminant, car, avec la forme rencontrée 
pour ces expressions, les réduc(ions à opérer s'offriront pour 
ainsi dire d'elles-mêmes. 

En effet, l'on trouvera, en faisant la substitution d'abord pour 
les deux dernières colonnes seulement, puis opérant les réduc- 
tions, divisant alors chaque ligne respectivement par les facteurs 
n, /, m, et changeant enfin les signes des deux premières lignes, 



(32) 
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et, cela étant fait, si Ton a égard alors seulement aux pren(iières 
égalités de chacun des groupes précités (18), (31), et (32), il 
est clair que la nnème expression deviendra, en tenant compte 
de nos définitions (2), et faisant usage de nouveau de notre nota- 
tion habituelle V^G = /mn, 



AL*>=2'1^ 



— arcsinf — cnw) , n/(cntidnw)î, nP(sn*Mcnttdntt)î 

— [arc sin (sn v)]?, m' (sn v en v)î, ' /'m' (dn' v sn v en v)] 

— arcsinf snu?j , min(dnu7snw;)î, m{m)'(cn*ti;dntosnti;)*| 



valeur qui, étant remise dans la formule de gauche (3) d'où nous 
étions partis, en même temps qu'on en multipliera et divisera 
le second membre par le facteur — t, reproduira bien alors 
exactement, comme Ton voit, pour la somme envisagée V^\ 
celle (1 69) obtenue dans notre Chapitre VI à Taide de nos varia- 
bles p, q, r. 

Le calcul que nous venons d'effectuer permet d'apprécier le 
service rendu par ces variables pour toutes les déterniinaiions 
que nous avons opérées dans ce même Chapitre; car si le présent 
calcul a pu réussir, quoique assez laborieusement, pour ce cas si 
simple de l'exposant a ==» 1, grâce à l'ordre scrupuleux que nous 
avons pris soin d'observer dans tous ses détails, pour le cas sui- 
vant déjà de a = 2, les opérations deviennent par ce procédé 
extrêmement compliquées, et pour les cas ultérieurs elles seraient 
certainement tout à fait inextricables. On peut donc considérer 
ce calcul comme la justification incontestable de l'opportunité 
qu'il y avait à introduire, pour ce genre de calculs, les variables 
p, 9, r, qui nous ont permis alors de les accomplir avec tant de 
facilité. 



FIN DE l'appendice ET DE TOUT l'OUVRAGE. 
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